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PREFACE. 



Pendant sa derni^re maladie, A. Meyer nous avait charge 
de la revision des epreuves de son ouvrage sur la Theorie 
analytique des probabilites a posteriori. 

C'est grice k cette circonstanee, sans doute. que M™® veuve 
Meyer voulut bien nous confier le manuscrit du cours que 
son mari avait donn^ k FUniversite de Liege, de 1849 a 
i8S7, sur le ealcul des probabilites. 

Nous csperions que la Societe royale des Sciences de 
Li^ge, qui avait d^ja publi6 dans ses Memoires d'impor- 
tants travaux de Meyer, pr^terait 6galement son concours 
a la publication de cette oeuvre posthumc, la plus conside- 
rable peut-^tre de son auteur. Outre la plupart des anciens 
collogues de Meyer dans la Faculte des sciences, cette 
Societe comptait en effet dans son sein plusieurs de ses 
anciens eleves; et tons, collogues et disciples, avaient 
appris a connaitre et a aimer ce savant d'une Erudition si 
vaste, cet homme si bon, ce maitre si d^voue. Aussi la 
publication de son Calcul des probabilites n'cut-elle subi 
aueun retard si les ressources de la Societe avaient ete suf- 



1 



fisantes. Mais ce n'est que dans ces derniers temps que sa 
situation financi^re lui a permis de voter I'lmpression de 
Touvrage. 

Quoique les notes de Meyer fussent a peu prfes com- 
pletes, comme elles ne renfermaient parfois presque pas 
de texte dans les parties relatives au d^veloppemenl des 
formules, il fallait les rev^tir d'un peu plus de forme pour 
les livrer au public. Nous avons entrepris avec plaisir ce 
travail, dans lequel nous avons 6i6 obligeamment aid^ par 
un ancien 6\i\e de Meyer, notre ami M. L. Perard , pro- 
fesseur a I'Universit^ de Li^gc; et nous avons Tun et 
Tautre respecte entierement les id6es el, autant que pos- 
sible , le style serre de notre maitre. Nous n'y avons rien 
mis du notre, sauf le redressement de quelques lapsus 
dans les calculs et Faddition de quelques ^claircissements 
peu import ants. 

Une partie manquante du manuscrit a pu Hve remplac(ie, 
griice k I'obligeance d'un de nos anciens condisciples aux 
cours de Meyer, notre ami M. A. Devivicr, professeur a 
J'Universit^ de Louvain, qui a bien voulu nous communi- 
quer ses notes , dont nous avons pu apprecier toute I'exac- 
titude. 

Le manuscrit etait divise en lemons, les unes braves, les 
autres longues. Nous avons cru plus convenable, a cause 
de la nature didactique de I'ouvrage , de partager celui-ci 
en chapitres et en paragraphes numerot^s, afin de faciliter 
les recherches au lecteur et de pouvoir le renvoyer aux 
numeros dont la connaissance est necessaire a I'intelligence 
du texte. 

Quelques parties nous ont paru devoir dtre d^tach^es du 
corps de Toeuvre et rejetees a la fin, comme 6tant des d6ve- 
loppements donhes k certains points sp^ciaux, et ne ren- 
trant pas dans la division methodique de Touvrage. 
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II en est ainsi de deux theories des erreurs, Tune d'apres 
Laplace , Taulre d'apres Bienayme . que Meyer a ajout6es 
a eelle qui figure dans son Traite; d'une extension du theo- 
reme de Bernouilli aux factorielles^ qui lui est due, et qui 
revele ses qualites comme analyste; enfin de quelques notes 
destinees a ^claireir des formules dont il fait usage. 

Get ouvrage de Meyer est un resume tres-complet des 
plus importants travaux de Bernouilli, Moivre, Laplace, 
Poisson, Gauss, Encke, Bienaym^, etc., sur le calcul des 
probabilit^s ; et Ton peut hardiment ailirmer, pensons-nous, 
qu'il n'existe aucun traite aussi vaste sur la mati^re, si 
Ton excepte la Theorie analytique des probabiIit6s. 

Nous croyons devoir signaler tout specialement a Tatten- 
tion du lecteur les generalisations de quelques probl^mes 
renfermant de belles applications de I'analyse sup^rieure et 
en particulier du calcul aux differences finies ; la demon- 
stration du theor^me de Bernouilli et sa generalisation; la 
marche des o^lculs dans le d^veloppement des formules de 
Laplace, si difflciles a lire dans I'original; enfin des appli- 
cations tr^s - nombreuses du calcul des probabilit6s a la 
population et aux assurances. 

Le theor^me et le probleme de Poisson figurant dans le 
raanuscrit, nous n'avons pas pense qu'il fallut les sup- 
primer, malgre les doutes que notre maitre avait emis au 
sujet de I'exactitude des approximations du g6om^tre fran- 
fais : Texpression de ees doutes sufflra pour mettre le lec- 
teur sur ses gardes. 

L'lmportance de ce Traite et I'utilite qu'on en pourra 
relirer dans les applications nous ont engage a le completer 
par un extrait des Tables r^centes de mortality dues au 
regrett^ Ad. Quetelel, Tune des plus hautes autorites dans 
la mati^re. Get illustre savant a bien voulu nous y auto- 
riser; nous lui en avons cxprime toute notre gratitude, et 



\ 



(O 

ne pouvons malheureusement plus aujourd'hui que rendre 
un l^time hommage a sa m^moire. 

Bien certainement Foeuyre de Meyer sera accueiilie avec 
le plus vif inter^t par les savants, et sa publication r^jouira 
le coeur des nombreux el^ves et des anciens amis de notre 
excellent maitre; mais avec quel pieux recueillement sur- 
tout eile sera re^ue par une famille dont il ^tait ador^! 

Celle-ci nous a charge de t^moigner toute sa reconnais- 
sance a la Societe royaie des Sciences de Li^ge, et specia- 
lement k ceux des anciens dSves de Meyer qui ont bien 
voulu nous aider dans raccomplissement de notre tache. 

Li^ge, septembre 1874. 
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1 . Tout ^venement arrive par suite de deux sortes de circon- 
stances ; les unes , oonnues ou inconnues , sont necessaires k sa 
production , tandis que les autres y toujours inconnues y n'y con- 
tribuent qu'accidentellement. 

Les circonstances de la premiere esptee^se nomment causes 
ou chances; les autres constituent ce que Ton nomme hasard. 

ExBMPLE. Si r^v^nement consiste dans Textraction d'une boule 
blanche d'une urne contenant des boules blanches et des boules 
noires, les causes ou les chances de la sortie d'une boule blanche 
sont : le nombre total des boules , et celui des boules blanches; 
tandis que Tarrangement des boules dans Turne et Faction de 
saisir une des boules sont la part du hasard. 

(*) Le bat de Tauteur, dans cette Introduction, est de ddfinir les notions 
fondamentales dont Tetude fait Tobjet da calcul des probabiiites. li lui-arri- 
vera done fr^qaemment, pour ^claircir les notions qu'il a definies, d'enoncer 
des principes dont la demonstration se trouvera dans le corps mdmc de 
Toayrage. 

Get oovrage 6tant un traits essentiellement didactiquc, nous avons pensd 
qu'il ne serait peut-^tre pas inutile de faire cette remarque pour les com- 
men^nts. F* F. 
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> 2. A tout ^v^nement on peut opposer son contraire, de maniere 
que Texistence de Tup exelul celle de Tautre; alors les chances 
favorables k Yun sont contraires k I'autre. On nomme chances 
tolales Tensemble des chances favorables et contraires k un ^v^- 
nement. 

Si une urne renferme , sur douze boules , quatre bouies blan- 
ches, il y aura quatre chances favorables et huit chances contraires 
k la sortie d'une boule blanche^ et en tout douze chances. 

3. S'il s'agit de pUisieurs ^venements dont I'un doit arriver 
n^cessairementy Tensemble des autres doit £tre considere comme 
un ^v^nement contraire au premier. 

4. L'arriv^e d'un 6venement est certaine, quand aucune chance 
ne lui est contraire; elle est incertaine quand plusieurs chances 
lui sont d^favorables. Dans ce dernier cas, Tev^nement est plus 
ou moins proba1)Ie , selon qu1l r^unit pius ou moins de chances 
favorables. Done, quand le nombre total des chances reste le 
m^me, les probabilites de dettx etyenements sont proportionnelks 
aux nambres de leurs chances favorables. 

Supposons , par exemple, que deux urnes contiennent chacune 
douze boules; que la premiere renferme huit blanches sur quatre 
noires , et la seconde trois blanches sur neuf noires ; il sera plus 
probable d'extraire une blanche de la premiere urne que d'en 
extraire une de la seconde, et les probabilit^s de la sortie d'une 
blanche des deux urnes seront dans le rapport de 8 ^ 3. 

5. Comme dans le cas de la certitude toutes les chances sont 
favorables , il sera facile de trouver la mesure de la probabilite 
d'un ^venement. 

Soient en effet u la probability d'un ^venement certain , P la 
probabilite du meme evenement , quand sur un nombre total 
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a -h 6 = m chances , il n'en aurail que a qui lui soienl favorables , 

on aura la proportion 

P:u::a:m 
d'ou 

P o 

u m 

Soitp la valeur de ce. rapport , p sera la mesure de la proba- 
bilite Py u etaht pris pour unite, oh a done 

a 
m 

Done la mesure de la probabilite d'un evenement est %Lue fraC" 
Hon qui a pour numerateur le nombre des chances favorables a 
son arrivee, et pour denominateur le nombre total des chances y 
tant favorables que contraires. 

II suit de Ik qu'en nommant Q la probabilite contraire, on aura 

Q: // = t : m, 
ou 



Soit 



on aura 



et, par suite. 
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. D'ou il suit que la somme des mesures de deux probabilit^s 
contraires est toujours ^gale h Tunit^, et que la somme des 
probabilites contraires est egale k la certitude, car on a : 

P Q 



On a aussi 



u u 



p\q=a\b = a\ m — a. 



(IV ) 

6. Soil k le benefice attache a TaiTivee tl'un ovenerneiil cer- 
tain ^x et y ies benefices que Ion peut attendre, quand les pro- 
babilites de Farrivee de cet ev^nement seront respectivement 
egales ^ p et a 9 ; il est clair qu'on aura les proportions : 

i :p = fc: X 
et 

1 : (/ = fc : y ; 
d'ou 

x = kpy y = kq. 

Supposons maintenant que I'arrivee d'un evencment , dont la 
probabilite est p, procure h une personne A le benefice ky et que 
sa non-arriv^e, ou Tarrivee de Tev^nement contraire, dont la 
probabilite est (/, procure le m^me benefice k a une personne B. 

G'est le cas qui se presente quand deux joueurs font ensemble 
un fonds commun qui doit devenir la propri^t^ du gagnant. 

En conservant toutes les notations prec^dentes, on aura de 

m^me^dans ce cas : 

x = kp,yz=:kqy 
d'oii : 

p:q =ix:y i= aim — a, 

Mais si Ion parie g ^cus pour Tarriv^e , et g' pour la non-arrivee 
de lev^ncment qui doit procurer les benefices x et y^ on devra 
faire </ = x, gr' = y, car les paris doivent 6lre egaux aux bene- 
fices que Ion attend , on a done : 

p:q t=g :g' =:^a:m — a. 

II suit de la que si la probabilite d'un ^venemeni est ex- 

primee par 

a 

m 
on peut parier a contre m — a que revenement aura lieu. 

7. (iOmme on a 

T = kp, y = kq, x h- y =k(p ^ q) =• k, 
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* il s'ensuit que le droit d'un joueur a la mise totale k^ quand it a 
une probabilite p de la gagncr, est kp^ el il peut vendre ce 
droit pour la somme kp avant que le sort ait decide sur Tarrivee 
de-Fev^nement qui doit le faire gagner ou perdre. 

Le produit d*une somme k k esp6rer par la probabilite p de 
la gagner , se nomme esperance mathematiqtie. 

Designons-Ia par s. Si Tarrivee d'un evenement dont la pro- 
babilite est p procure le benefice k, Tesperance malhemetique 

correspondante sera done 

8 = kp; 
ou 

s 

L'esperance mathematique du joueur adverse, & qui la non- 

arrivee de Tevenement procure le benefice A, ou la crainte, 

pour le premier, de perdre la somme &, sera exprimee par le 

produit 

{i-p)k = qk. 

Lavantage ou le desavaniage dans un jeu s'obtient en re- 
iranchant la mise de Tesp^rance mathematique. 

ExEMPLE. Un joueur A , ayant quatre chances sur six de ga- 
gner, depose cinq francs; et B, qui n a que deux chances sur six 
de gagner, depose trois francs; la mise totale sera huit francs. 

Done esperance de 



esperance de 



avantage de 



desavantage de 



4 1 

A = 8.-= 5-, 
6 3 



5 2 

•6 3 



—  



A = 4-5 = l. 
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Remarque. On peut encore dire que I'avahtage d*un joueur 
s'obtient en retranehant de son esperance de gagner, le risque 
de perdre. 

L'esperance pour A, de gagner 3, est 3 X |= 2. 

La mise de A est 5, la probabilite de ia perdre est ^y il 
risque done 5 x § = 1 , > pour gagner 2. Done son avantage est 
2 — i? = - 

• 

8. Les chances favorables et contraires h un evenement peu- 
vent elre connues, soit directement, soit par des donnees qui 
permeltent de les calculer. Dans ce cas , on pourra toujours ob- 
tenir, par des regies que nous enseignerons, la probabilite corres- 
pondante de revenemenl. La probabilite ainsi calculee se nomme 
probability d priori. 

Mais si les chances d'un evenement nous sont inconnues, la 
probability correspondante ne peut s'obtenir qo'approximative- 
ment, h Faide d'observations ou d'essais r^petes un grand nombre 
de fois. La probabilite ainsi determinee se nomme probabilite a 
posteriori, 

, Ce proc^det repose sur le principe que les chances les plus nom- 
breuses finiront toujours par se produire le plus frequemmetit 
dans un grand nombre d'epreuves. 

Sly par exemple, d'une urne contenant m boules, dont a blan- 
ches et 6 noiresy on extrait une bouie successivement un grand 
nombre de fois, en reraettant chaque fois dans Turne la boule 
qu on en a extraixe; si a' et 6' designent respectivement les nom- 
bres des boules blanches et des noires sorties apr^s un grand 
nombre (X de lirages, alors les rapports ^r~^ , ^r^ differeront 
d'autant moins des probabilites ^^ , -^^ du tirage d'une boule 
blanche et d'une noire* a chaque coup, que |x sera plus grand. 

Les probabilites sont en general de trois sortes : 
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1"* Possibilite objective. La possibilile est objective quand, par 
la nature inline des ev^nements, on voit qu'ils sont possibles dans 
un rapport donne. Par exemple, au jeu de pile et croix, il est 
Evident que pile et croix sont egalement possibles; 

2^ Possibilite subjective. La possibilite est subjective quand 
elle se trouve la consideration des motifs qui peuvent nous d6- 
terminer k nous prononcer sur Texistence de Tevenement. Par 
exemple : quand on n a aucune raison de croire qu*un joueur A 
est plus habile qu'un joueur B, on en conclut que la probabilite 
pour A de gagner une partie est ^ . Ge moyen ne donne que la 
possibility relative k Fetat de nos connaissances, et non la pos- 
sibility reelle de Tevenement; 

3"* Possibilite a posteriori. La possibility d posteriori est eelle 
que Ton trouve en rep6tant un grand nombre de fois Texpe- 
rience qui doit amener r^venement, et en examinant combien 
de fois il est arrive ; ce moyen fera connaitre la probabilite des 
evenements , a peu pres. 

Parmi les circonstances qui eoneourent & la production d'un 
evenement, il y en a de variables a chaque instant, et dont la 
oonnaissance nous 6chappe, telles que le mouvement que la main 
imprime aux des ; c'est la reunion de ces circonstances que nous 
nommons hasard. 

II en est d'autres qui sont constantes, telle que Thabilete des 
joueurs, le nombre des faces egales d'un de, etc. Gelles-ci for- 
ment les possibilit^s objectives des evenements , et la cohnais- 
sance plus jOu moins ^tendue que nous en avons determine leurs 
possibilites subjectives. Seules, elles ne sufflsent pas pour les 
produire, il faut qu'elles soient jointes aux circonstances va- 
riables; elles ne font ainsi qu'augmenter la probability des Eve- 
nements , sans determiner n^cessairement leur existence. 
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9. Mise en Equation : 

1<^ Lorsque ia possibility des ^v^nenient& simples est connue, 
ia probabilite des ^venements composes peut souvent se d^ter* 
miner par la seule theorie des combinaisons ; 

^ Mais la m^thode la plus generale eonsiste h observer la loi 
de variation que cette probability ^prouve par la multiplicity des 
evenements simples, et a la faire dependre d'une equation aux 
differences totales ou partielles ; Tintegration de cette equation 
donne Texpression analytique de la probabilite cherchee. 

Souvent cette expression devient impossible k cause du grand 
nombre de ses termes et de leurs facteurs ; alors il faul recourir 
aux m^thodes d'approximation pour obtenir des valeurs appro- 
eh^es ; 

S"" Dans un grand nombre de eas, et ee sont les plus interes- 
sants, les possibilit^s des evenements simples sont inconnues; 
alors il faut chercher, dans les evenements passes, quelques in- 
dices qui puissent nous guider dans nos conjectures sur Tavenir. 

Dans plusieurs problemes les nombres des chances sont infi- 
nis. Cela arriverait, par exemple, si, en projetant une piece de 
monnaie sur une surface, on voulait ^valuer dans combien de 
cas le centre de la pi^ce tomberait sur Tun des points d'une 
portion designee de cette surface. Dans cette question , le nombre 
des cas favorables serait determine par ie segment designe, etle 
nombre de tous les cas possibles par la surface donnee. 

10. On dit que deux Evenements sont independants Tun de 
Tautre, lorsque Tarrivee de Fun n'influe pas sur celle de lautre. 

Si Ton a, par exemple, deux paquets de treize cartes de m^me 
couleur chacun, la sortie d'un as du premier paquet est indepen- 
dante de la sortie d*un as du second. 

Deux evenements sont dependants quand Tarrivee de Tun 
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influe sur celle de Fautre : tel serait, par exemple, le cas de la 
sortie du sept d'un paquet de treize carles d'une m^me couleur, 
apres en avoir extrait un as. Gar alors des treize chances primi- 
tives il n'ea resterait plus que douze. La probabilite de Textrac- 
tion d'un as etant ^^ celle de Textraction d\\n sept serait, au con- 
traire, ^. Si Ton remettait la carte extraite dans le paquet ^ la 
probability d'en extraire un sept au second coup redeviendrait 
^ y et les deux ^vdnements seraient independants. 

Le mot cause 9 dans la theorie des probabilites ^ d^signc Ten- 
semble des circonstances qui donnent k un ^v^nement une pro- 
bability determinee. Si, par exemple , la probabilite mathemaiique 
de la naissance d'un gar<;on , dans un certain pays, restait nume- 
riquement la m^me, on dirait que la cause, ou les causes de la 
naissance d'un gar^on sont constantes. La cause, ainsi cnten- 
due, n'est done pas ce qui produit un effet ou un evenement, 
mais c'est la chose qui donne k un evenement la probabilite qui 
lui est propre. Ce sont les chances en soi de T^venement. 

Lorsque la cause est incertaine, sa probabilite sera plus ou 
moins grande, selon qu'elle donnera k Tevenement plus ou moins 
de chances favorables , en la supposant certaine. Ainsi , toutes 
choses egales d'ailleurs , {es probabilites des catises , ou des hypo- 
theses , sont proportionnelks aux chances favorables qu'elles don- 
neraient a Vivenement observe si elles etaient certaines, 

Soient, par exemple, trois urn^ A, B, G, contenant chacune 
trois boules, savoir : A, une blanche et deux noires; B, (feux 
blanches et une noire; C, trois blanches. Si 1 evenement attendu 
est la sortie d'une boule blanche, sans qu'on sache de quelle urne 
elle a ete extraite, la cause de cet Evenement sera incertaine , et 
pourra consister dans Tune des trois hypotheses suivantes : 

l"" Elle est sortie de Turne A ; 

2** • » TurneB; 



3** Elle est sortie de Turne C. 

Dans le premier cas, la probability de la cause serait pro- 
portionnelle k 1, dans le deuxieme i 2, et dans le troisi^me k 3, 
c'est-&-dire que les probabilit^s des trois causes ou hypotheses 
seraient proportionnelles aux chances quaurait r^v^niement, si 
Ton etait certain que la boule sortie est extraitede Fume A, ou 
de I'urne B, ou de IHirne C. 

1 i . On nomme probabilite relative la probability qui se rap- 
porte k un groupe d'^venements choisis parmi les evenements 
attenduSy en considerant comme nulles les arrivees des autres 
evenements. 

On nomme probabilite absoliie la probability de chaque eve- 
nement lorsqu'on ne fait abstraction d'aucun. 

Si, dans un jeu de piquet , on ne veut consid6rer que les cartes 
I'ouges, en regardant comme nulles les sorties des autres cou- 
Icursy la probabilite de la sortie d'une rouge sera une probabilite 
relative. 

12. La probability de n Evenements simultanes et ind^pen- 
dants 

est la mdme que la probability de n Evenements successifs E|, 
Eg .,, E»; car le temps de leur succession ne pent pas influer sur 
leur probabilite; on pent done supposer que ce temps est nul. 

ExEMPLE. La probabilite de faire une somme 8 de points, en 
projetant sur un tapis n des identiques, est la meme que celle de 
faire cette mEme somme en projetant n fois successivement sur 
le tapis Tun de ces dEs, 
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CALCUL DES PROBABILITfiS. 



CHAPITRE I. 

REGLES FONDAMENTALES DU CALCUL DES PROBABILIT^S. 



PROBABILITY TOTALE. 

13. Premiere ri^gle. La probabilile d'un evenementf qui pent 
arriver de plusieurs manihes differenteSj et independantes entre 
elleSy est egale d la somme des probabilites propres a cfmcune de 
ce$ manieres. 

DEMONSTRATION. Soicnt 

Pj = — ' p% = - 7^«=— 

les probabilites propres aux evenements 

E.» Et E«; 

P la probability totale de Tarriv^e de Tun quelconque de ces 
dvdnements. Le nombre des chances favorables sera 

«! H- a, -♦- aj 4- -f^ a^, 

et fx sera le nombre total de ces chances; done 



P=: 



a, -f- oj -4- ... -f- a„ a, a, «„, 



= 1 h ... —=pi-f-pt -•-•••-*- Pi 



f^ V- H- \^ 



m' 



• 



(2) 

ExEMPLE. On a |Ji cartes dont a^ sont marquees 1 , a^ sont 

marquees 2; a. sont marquees m, etc. Quelle est la proba- 

bilite P d'en tirer une marquee 1 ou 2 ou 3 ... ou m? On a 

a, -4- a, -f- ... -4- o„ tti (h a« 

P= = — I h ... -4- — ==pi -4- p,+..^-p„. 

GoROLLAiRE I. Soient Pi , p) .... Pm les probabiiit^s des evene- 
ments £« ; E^ ... E.; si Tun de ces ^v^nements doit necessaire- 
ment arriver, la probabilite P que cela aura lieu sera 1 ou la cer- 
titude; done 

p==p, +p,-4-... -t-p^ = 1. 

CoROLLAiRE II. Soicut p la probabilite d'un evenement E, q 
celle de son contraire F; comme Tun de ces ^venements a lieu 
n^cessairement, on a 

P-* qf = i, 7 = 1— p. 

Remarque. On nomme probabilite relative , la probabilite qui 
se rapporte k un groupe d'evenements, choisi parmi les evene- 
ments attendus, en consid|6rant comme nulles les arrivees des 
ev^nements qui ne font pas partie de ce groupe. 

On nomme probabilite absolue , la probabilite de ehaque eve- 
nement, lorsqu'on ne fait abstraction d'aucun. 

Exemple. Si, dans un jeu de piquet, on ne veut considerer 
que les cartes rouges , en faisant abstraction des autres , la pro- 
bability qui se rapporte au lirage d'une rouge d^sign^e sera une 
probabilite relative. 

1 4. Deuxi^me r^gle. La probabilite relative d'un evenement est 
egale a sa probabilite absolue , divisee par la somme des probabi- 
lites des evenements parmi lesqttels il doit etre pris. 

DEMONSTRATION. Soit P la probabilite relative de levenement 
El, pris dans le groupe E1E3E3 des ^v^nements E1E3E3E4E5; 
soient 

0L^ a^ a^ a^ aj 

Pj= — , p,= — , p3=— , P« = — ' P5= — 

II fl fl II II 

les probabiiites absolues de ehaque Evenement. La probability P 



^ 
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est la memc que celle que Ton aurail si EiE^Ej exislaient seuls; 
clone 



P== 



a 



I 



A< Pi 



«!-♦-««•+■ «» «i «s as Pi-^ ft-*- Pz 

1 1 

fJL fJL II 

ExEMPLE. On a un nombre total /x de eartes marquees 1 , 
2 f ... t .... m ; a| , oc) ... oi ... a^ sont les nombres de eartes de 
ehaque sorte; on demande : 

1"* La probability relative de tirer une carte marquee t, en 
considerant eomme nuls les tirages des cartes portant des nu- 
meros plus Aleves que i ; 

2"^ La probability de tirer Tune des cartes numerotees de 1 ii t ; 

3"^ La probabiiite de tirer Tune quelconque de tirer Tune des 
cartes numerotees de 1 ^ g<^i. 

On a : 

1. p= Pi , 

Pi **" P« ■*"••••♦* P* 

Pi -f- -4- Pi 

Pi -♦- -*- Pi 

^o V P« -^ P« -^ - ■*■ Pt 



Pi -^Pf 



PROBABILITY C0MP0S£E. 



15. Troisi^me ri^gle. La probabtlite d'un eoenement compose 
de deux evenements consecutifs ou simullanes, est egale au pro- 
duit des probabiliies simples de ces evenements, 

D^.MONSTRATiON. Soicnt E|, Eg deux evenements independants, 
consecutifs ou simultanes, ayant respectivement a^ et a^ chances 
favorables sur /x e( y chances totales; il est clair que Fevenement 
compose F=(E|E)) aura a^ . a^ chances favorables sur p chances 
totales ; done 

p= — = ==pip,. 



{ 4) 

Premh^re REMARQUE. La combinaisoi) des regies deuxieme el 
troisi^me conduit souvent h la probabilite cherch^e, plus facile- 
ment que le calcul direct. 

ExEMPLE. Soient plusieurs ev^nements ^i, e^, ... e^ ayant les 
probabililes pi , p^ .... p^ ...p». Soit [i le nombre total des chances; 
a| , (X) .... a,. ... a^ les nombres respectifs des chances favorables, 
la probabilite de e, sera p. = ^. 

G'est Ik le calcul direct de la probabilite p,; ce calcul n'est pas 
toujours le plus facile ; il 6st souvent preferable de faire dependrc 
rev^nement e,- du concours de deux autres, savoir : 

1^ De la sortie de e, pris dans le groupe e^ , e^ ... e<; la proba- 
bilite relative de cette sortie est (n'''14) : 

P' = -^__Pi— _. 

p, -4- p, ■*- ... -H Pi ' 

2^ Du choix que Ton fait de Tun des ev^nements du groupe 
e^e^f ... Cii la probabilite de ce choix est 

P = Pj -4- p, -+- ... -«-'p,; on a done p, = P|P'. 

Seconde REMARQUE, QuRud rcv^nement compose doit resulter 
du eoncours de plusieurs evenenients E| , E^ ... successifs^ dont 
chacun depend de celui qui le pr^c^de , on determinera la pro- 
bability de chacun d'cux , en supposant que ceux qui» le prece- 
dent soient arrives , puis on formera le produit des probabililes 
ainsi d^terminees. 

Soient E|, E^, E5 .... E..i , £« plusieurs ^venements, dont E| 
arrive le premier ; E^ le second , etc.... , E, le rC^ ; si pi est la 
probabilite de E^, p^ celle de E^ quand Ei est arrive, etc., p. 
celle de E, quand Ej , E^ ... E,_i sont arrives , la probabilite P 
du eoncours de ces evenemenis sera 

P = p,p,....p„. 

Soit, par exemple, une urne renfermant a boules blanches, et 
b boules noires : la probabilite d'en extraire une blanche au pre- 
mier coup serapi = ;^^ ; en supposant qu'une blanche soit sortie 
au premier lirage, el que la boule extraite n*ait pas ete remise 
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dans Turne, la probabilitedextraire una blanche au second coup 



S'il s agit maintenant de determiner la probability P de Tev^- 
nement compose qui consiste dans la sortie d'une boule blanche 
au premier et au second coup, en supposant que la boule extraiie 
ne soit pas remise dans Turne, on aura Q(a — 1) chances favora- 
bles sur (a -+■ 6) (a-^ b — 1) totales ; done 

a(o — 1) ^ 

""(a -4- 6) (a ^6—0^''*** 

16. Done si detix evenements simples sont lies entre eux de 
maniere que Varrivee du premier influe sur la probabilite de 
I'arrivee du second j on aura la probabilite de Vevenement compose 
en determinant ; 1® /a probabilite du premier evenement; 2* la 
probabilite que, cet evenement etant arrive ^ le second aura lieu. 
On peut egalement demontrer ce principe de cette maniere : 
Soit fi le nombre total des chances , dont a sont Yavorables au 
premier evenement. Si, parmi ces a chances, il y en a 6 favora- 
bles au second evenement , la prpbabilit^ de celui-ci , le premier 
ayant lieu, sera evidemment-. Mais la probabilite du premier 
evenement est ^ ; la probabilite du second est - , car un des cas 
a devant exister, on ne doit considerer que ces cas. 

Or on a 

.b a b ^ rv « ^ 

•- = , C. Q. F. D. 

f* f* a 

ExEMPLB I. La probabilite de tirer un as d'un jeu de trente- 
deux cartes partage en deux paquets, se compose' : 

l"" De la probabilite ^ de mettre la main sur un paquet; 

^'^ De la probability ^ de tirer un as du paquet. 

Done la^ probabilite compos^e = ^ X ^^ = ^ . 

ExEMPLE II. On demnnde la probabilite d exlraire deux fois de 
suite une boule blanche d'une urne contenant qualre blanches et 
six noires, quand on ne remet pas la boule exlraite : 

1*" Probabilite j^j = 95 d'extraire une blanche au premier coup; 

2* Probabilite | =^d'extraire une blanche au second coup. 



(6) 
Done la probability composee = ^ x ^ = ^ • 

17. Soienl : E, E' deux iv^nements; (E, B') revenement 
eompos^ resultant de rarriv^e simultanee de ees deux 6vene- 
ments simples; 

Soient : P la probabiIHe de (EE') ; 
» p celle de E ; 

> 17 la probability que , E ayant eu lieu , E' doit pareil- 
lement exisler, on aura (n** 16) : 

P 

P = per , d'ou o == - ; 

toute la th^orie de la probabilite des causes et des ev^nements 
futurSy tiree des^v^nements passes, decoule de cette formule. 

On aura done a en determinant d priori la probabilite de (EE% 
et en la divisant par la probability du premier ^v^nement E. 

BiUenpleA diver* sar J*iiMige 4e« r^lea pr^e^enles. 

Premier exemple. Determiner la probabilile que Vas sort au 
premier ou au second jet d'un de ordinaire a six faces. 

1) La probability de la sortie au premier coup = ^-. ; 

2) La probabilite contraire = ^ ; 

3) La probability de la sortie au second coup = ^ ; 

4) La probabilite de ne pas sortir au premier, et de sortir au 
second = 5. ^ = 4; 

5) La probability de sortir au premier, ou ccia n*etant pas , 
de sortir au second , P = ^ -i- ^ == i^ . 

Deuxieme exemple. Determiner la probabilite de jeter six ou 
sept une seule fois en deux coups avec deux des. 

Le nombre total des chances avec deux des est 6X6=36. 



Le coup sept a six chances; sa probability est done ^ . 



Le coup six a cinq chances ; sa probabilite est done — . 

1) La probabilite de jeter six ou sept au premier coup est 

2) La probability contraire est 1 — 3^ == as ' 






 



I 

I 



It /f. 



vanis est =t. (d** ex.) 



3) La probabilite de jcter un as au premier coup, et un a 
Tun des deux coups suivants est pi = ^ • g^ = ~. 
Determinons p^ ; 

1) La probabilite de ne pas jeter un as au premier coup 
est |. 

2) La probabilite de jeier deux as aux deux coups sui- 
vants est-^-i = 4. 

2 
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3) La probabilite du jet six ou sept au second coup est ij. 

4) La probability de ne pas jeter six ou sept au premier coup, 
et de les Jeter au second est ^ • §5 = j^ • . i 

5) La probabilite cherchee se compose de la probabilite de .^v* ^'^'^^'^^^f!^^ 
jeter six ou sept au premier coup , et de la probabilite de les Jr^ ^^j^^'^^^V^J 
jeter au second coup, savoir : ^ h- ^ = ^. •^^vtj^^fi^ ^ — , 

Troisii^me exemple. Determiner la probMlite de jeter un as au 
moins une fois en trois coups. 

1) La probability de jeter un as au moins une fois en deux 
coups est ^ d'apr^s le premier exemple. 

2) La probability contraire est 1 — 1^==^. 

3) La probability de jeter un as au troisi^me coup, quand 
il n'est pas venu aux deux premiers 9 ^st | • |^ . 

i) La probabilite cherchee est ^gale k la sommc des pro- 
babilites 1) et 3) : i^ n- Ip^ = |^. 

QuATRi^ME EXEMPLE. Determiner la probabilite de jeter deux 
as en trois coups. 

Soit P la probabilite cherchee. L evenement pent avoir lieu 
de deux manicres : 

1** Un as sort au premier ' coup , et Tautre & Tun des deux 
coups suivants ; soit p la probabilite de cet Evenement compose. 

i"* Aucun as ne sort au premier coup, les deux sortent aux 
coups suivants; soit p^ la probabilite de cet evenement com- 
pose, on aura : 

Determinons pi ; 

1) La probability de jeter un as au premier coup est|* 

2) La probabilite d'en jeter un k Tun des deux coups sui- 
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5) La probabilite de ne pas jeter un as au premier coup, el 
PVvi<^ ^ 1^ ^^ ^^ '^ ^^^^^ ^^ ^^"* ^^"P^ suivanls, ou p, = ? . ^ = ^. Done 

;^o^cfi-»i- ~ 216"*" 216*^216 ' 

CiNQUi^ME EXEMPLE. 5oi7 p la probobilUe simple d'un evene- 
menty q la probabilite contraire^ determiner la probabilite que 
I'evenement arrive 1 fois en n coups. 

Soil P„j la probabilite eherch^e. L'^v^nement peut avoir lieu 
de deux mani^res : 

1® II arrive au premier coup, et aux coups suivants il arrive 
I — 1 fois ; 

2® II n'arrive pas au premier coup, mais I fois aux coups sui- 
vants. 

Premiere maniere : 1) La probabilite que T^v^nement arri- 
vera au premier coup est p. 

2) La probability que Tev^nement arrive I — 1 fois aux coups 
suivants est P^,, |_|. 

3) La probabilite que Tev^nement arrivera une fois au pre- 
mier coup, el I — 1 fois aux coups suivants est p. P^_4^ ,_i. 

Seconde maniere : 1 ) La probability que Tevenement n'ar- 
rive pas au premier coup est q . 

2) La probabilite que levenement arrivera / fois aux coups 
suivants est P^i, , . 

3) La probabilite que 1 evenement n'arrivera pas au premier 
coup, mais / fois aux coups suivants est q .P«.i. |. Done 

On determinera de la meme maniere les lermes du second 
membre, et ainsi de suite. 

SixiJ^ME EXEMPLE. A et B jouent ensemble; its ont la meme pro- 
babilite de gagner un coup; A n'a qu'un point a (aire pour 
gagner la par tie; B en a deux; quelles sont leurs probabilites 
respectives de gagner la partie ? 

La partie sera achevee en deux coups au plus ; car si A fait 
son point au premier coup, la partie cesse; si A manque le pre- 
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mier coup, B faitun des siens; si au second coup A fait son 
point, la partie cesse, sinon B fait son second point, el la partie 
cesse. 

Done A ne doit gagner qu'une fois en deux coups : la pro- 
babilite qu'il a de gagner au premier coup est ^; la probabilite 
qu'il ne gagne pas au premier, et qu'il gagne au second, est 
I • I = ^ : la probability qu'il a de gagner est done ^ -h i = ?. 

B doit gagner deux coups consecutifs; la probabilite pour B de 
gagner un coup est ^ , et celle de gagner deux coups consecutifs 
est^.^ = ^. 

Septii^e exbhple. Une ume contient fx = a, + o^ boules, a^ 
marquees I, etc^ marquees 2. On demande la probabilite qu'en 
extrayant successivement deux boules, ce seront: l"" deux botdes 
marquees 1 ; 2** une boule marquee 1 au premier lirage, et une 
marquee 2 au second. On ne remet pas dans I'urne la boule 
extraite, 

Soitpi la probability de la sortie dune boule i, au premier 
tirage , on a pi = ^ . 

Soit p\ la probabilite de la sortie d'une boule 1 au second 
tirage , on a : 

Pi = 7- 

Done 1** la probabilite P| de la sortie d'unc boule 1 dons cha- 
cun des deux tirages sera : 

La probabilite d'extraire une boule 2 au second tirage est 



Pt = 



f^-i' 



done 2*^ la probabilite P^^ d extraire une boule 1 au premier 
tirage, et une boule 2 au second tirage est 

c(f-<) 



( «a) 

HoiTi^ME EXEMPLE. Ufie umc contient a boules blanches et b 
boules noiresy en taut c boules ; quelle est la probabilite P d'en 
extrairCy en m + n tirages^ m blanches et n noires dans un ordre 
determine, sans remetire dans I'urne la boule extraite? 

Cette probabilite sera (n*^ 15) : 

a {a — 1) ...(a — m -4- 1) .6(6 — 1).... (6 — n -+- 1) 
c(c — 4) .... (c — m — n -I- i) 

Neuvi^me exemple. Soient A^, X^y A3, etc., des umes : la pre- 
miere contient m| boules, dont a^ sont blanches; laseconde con' 
tient m^ boules y dont c^ sont blanches y etc. Soient Pi> Ps, Ps*— 
les probabilites que la main se portera sur A{, Aj, A3 ....; quelle 
est la probabilite P dCextraire une blandw en mettant la main 
au hasard dans Vune de ces urnes ? 

Solution. Soient p',p", p'" .... la probability qu'une blanche 
sera extraite de Tune des urnes respectivcs Ai, A^, A3....; on 
aura : 

= p H- p -f- p -*-... 



La probabilite de mettre la main sur A| est pi ; eelle d'en tirer 
une blanche est 

or J == » 

d'ou 

p' = Pi^i • 
On aurait de meme 

p"=Pstar„ etc., 

done 

P = piUi ■+• pifs% -4- Pjotj •+■ etc. 

C!ofiOLLAiRE. Si m est le nombre des urnes , et si Ton a : 

1 

pi ==r p, = p, r= .... = — , 

m 
il s'ensuivra : 

P = — j tT| -H CTj -f- CTj -4- ••• j • 

18. Remarque. La probabilite P de revenement compose 
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(E|Es ...£„,), Ics probabilites respecUves des evcnements simples 
etant Pi; p^'-p„^9 est (n" 15) P = pi .p^ — P,„« D'ou resulte 

P<Pi; P<pip,;etc., 

done la probabilite d'un evenement compose diminue avee le 
norobre des evcnements simples. 

CoROLLAiRE I. Si pj = pj = - = p, on a : 

Ps^p". 

CoROLLAiRE 11. Soicnt p la probabilite de E ^ 9 celFe de son 
contraire F, d'oup -h g = 1. La probabilite que E arrivera m fois 
dans un ordre donn^ , en m + n tirages , sera 

CoROLLAiRE III. Lcs mcmcs choses ^tant posees, la probabilite 
P que E arrive au moins une fois sur n epreuves sera 

P=i — g"=i— (i — p)" .... . (a). 

En effet Q = 9" ^tant la probabilite que F arrive n fois, on a 

evidemment 

p H- Q = 1 , done p = i — Q. 

De Tequation (a) on tire 

log(i-P) 



log (1 — p) 

n est le nombre d'epreuves n^cessaire pour que larriv^e de E, 
au moins une^fois, ait une probabilite. donnce. 

ExEMPLE. Combien faut-il d'cpreuves pour qu'on puisse parier 
un contre uu, que E arrive au moins une fois? 

On a 

done 

~~log(l— ;;) 
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CoROLLAiRB IV. Soicnt Pi et ^i les probabilites des ev^ne- 
ments contraires A| et B^; p^ et q^y p^ et 93, etc.^ les probabi- 
lites des evenements contraires Aj et B^ ; A3 et B3, ete.^ de sorte 
que Pi H- 9i = 1 ; Pi -h 98 = 1 , etc. 

La probabilite que A| ou B| arrive avee Tun quelconque des 
autries A2 et B^, A3 et 63, etc., sera 

P = (Pi -+-^i)(Pj + ft) (P»-*- 95) ••" = *. . . • (a). 

En effet, considerons d*abord deux couples d'^v^nements 
A|, B| et As, B^, nous aurons les evenements composes 

AiAg dont la probability est pipt? 
AjB, » » pi^j, 

B,A, »  9ip,, 

BiB, » » 9,9,, 

et la probabilite de Tarrivee de Tun quelconque de ces Evene- 
ments composes sera 

• P =PiP« -*- Piq% -^ ?iPi -^ ?i98 = (Pi -^ 9i) (Pi -*■ ft) = i- 

De meme pour un nombre quelconque de couples A|, B|; 
Aj, Bs; A3, B3, etc., on aura : 

P = (Pi -*■ ft) (Pi -*- ft) (Ps -*■ ft) - = i. 

Remarque. Chaque terme piPs^s .... du produit (a) est la pro- 
babilite d'une combinaison telle que A1AJ1B3 .... 

Dixi£me exemple. Une loterie se compose de k numeros; on en 
tire 1 a chaque tirage. Quelle est la probabilite P que n de ces 
numeros sorliront? 

Soit /*le nombre des cas favorables; soit t le nombre total 
des cas, on a, en designant par {G„ ou A;C„ le nombre des com- 
binaisons de / ou A: evenements pris nkn\ 

l(l'-'\).^(l — n^ 1) 



f=ic„=^ 



i . 2 . 3 ... n 

A:(A: — l)...(it — n-4.i) 



i . 2 .... n 




( ^3 ) 

Onzi^me exemple. On a certain nombre pair 2i de paqmts 
contenant chacun r cartes ; savoir : 

r cartes marquees ai> 60 C| \) 

r » » a*, 6,, c, 2) 

r » » a«, 6„, Cm 2t) 

>lpm avoir mile ces cartes , on en fait deux paquets egaux^ 
M 6f N, de ir cartes chacun. On retourne Vune des cartes du pa- 
quet My et I'on demande la probabilite qu'un nombre n de cartes 

de Vune des collections 1 . 2 i (par exemple, de la collection i) 

sera dans le paquet M > ou dans le paquet N. 

Solution. Soient g la probabilite que la carte retournee est 
Tune des n cartes designees ; 

gf' la probability contraire ou gr' = 1 — g; 

vs la probabilite que les n cartes sont dans le paquet M , quand 
la carte retournee est une des n ; 

tr' la probabilite que les n cartes sont dans ce meme paquet 
M, quand la carte retournee n'est pas une des n; 

P la probabilite que le premier paquet contient les n cartes, 
savoir P = gfCT H- giV . (1); 

cTi la probabilite que, la carte retournee n'etant pas une des 
n, le paquet N. renferme les n; 

P' la probabilite que le second paquet contient les n cartes , 
savoir P' = gf'tar^ (2). 

En effet, la carte retournee elant prise dans le paquet M, si 
elle n*est pas une des n, n'influe pas sur la probabilite que le 
paquet N renferme les n; done celle-ci ne se compose que de gf'w^. 

II faut determiner gr, gr'', w, ti', et 04. 

Determinons d'abord g etg'. 

Gomme les n cartes sont prises parmi r cartes , on a 

n , n r — /* 

3 = - et g =\ =-^ . 

r r r 
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Ensuite pour determiner cr et 0', observons : 1* que si la carte 
retournte est une des n cartes , il faul que les tV — 1 cartes 
restantes contiennent n — 1 des cartes d^sign^es : eela peut se 
faire d*autant de mani^res que ir — 1 cartes peuvent se combi- 
ner n — 1 in — 1 ; done le nombre des cas favorables est : 



(tr-l)C^. 



{ir — i) {ir -^ 2) (tV — j — (n — 1) -»- i) 

i.2 (n— 4) 

{ir — i) {ir — 2) {ir —n^i) 

i . 2 (« — i) 

Le nombre des combinaisons de 2tr — 1 cartes n — Ian 
ou de tons les cas possibles est : 



— 4 



(2ir-i)C,.,= 



(2tr — -I) (2ir — 2) (2tr — n -*- i) 



i.2 (n — 4) 



Done nous aurons : 



(ir-4)C,_. 



(2«r— i)C^i 

2^ Si la carte retournee n'est pas Tune des n , il faut que les 
ir — 1 restantes renferment les n cartes. Le nombre des cas fa- 
vorables est 

(tr — 4)(tr — 2) (tr — nn-l) «> — n 



(tr-4)C„ = 



i . 2 (n — i) 



Le nombre de tous les cas sera : 



(2tr-l)C, 
Done 



(2ir— 1) (2ir— 2) ..... (2tr — n -f- 1) 2tr— n 



i .2 (n — 4) 

(tr-1)C„ 



n 



(2ir-1)C„ 



•r — n 
2tr — n 



Enfin determinons 04 : si les n cartes sont parmi les ir cartes 
du paquet N^ le nombre des cas favorables sera 

_ir {ir — i) {ir -- 2) .... (ir ~ n -»- 4) • 
^^"""ir" 1.2 (n-i) 



s 



n 



(i5) 

Le nombre total des cas sera 

^ 2f r — n (2tr — i) (2tr ~ 2) (2tr — n ■»- i ) 

n i . 2 (« — 1) 

Done 

itC„ •> 

(2tr— 1)C„ 2tr-.n 

En substituant ees valeurs dans les expressions dc P et de P' 

on trouve 

_ fs[ (r — n) {ir — n) ) in -4- ir — n 

P=:-)n-*-^ -T^^ -\ = vt ^ y 

r ( 2ir — n ) 2tr — n 

r — n ir ir — in 

r 2ir — n 2ir — n 

Doruzii^ME EXEMPLE. Trouver, au jeu de piquet , la probabilile 
pour celui qui fait les cartes de lever un as au moins dans le 
tahn, qui est de trots cartes ^ quand il n^a aucun as en main. 

Soil P = 5 eette probability. 

l"* Chercher D. Comme on a douze eartes en main, il en 
reste 32 — 12= 20, parmi lesquelles se trouvent les quatre as : 
trois de ees vingt eartes composent le talon, done le nombre D, 
qui est le nombre de toutes les mani^res possibles dont le talon 
pent itre compose, sera celui des combinaisons de vingt cartes 
prises trois k Irois, c'est-i-dire : ^^^'^^ = H40. 

2^ Chercher N. Le nombre N se compose de la somme de 

 

trois termes, savoir : 

a^ J nombre des cas dans lesquels un as peut se rencontrer 
avec deux autres cartes ; 

O), nombre des cas dans lesquels deux as peuvent se ren- 
contrer avec une autre carte; 

O}, nombre des cas dans lesquels trois as composent le 

talon. 

Ainsi 

N = (i| -fr- a, -*- dj. 

II y a quatre as dans trente-deux cartes ; par consequent il y a 
32 — 4 = 28 autres cartes, desquelles celui qui fait les cartes 



N 
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en a en main doiizc, qui ne renferment pas d'as; il en reste 
done seize. 

l"* Le nombre des ehanees de lever un as est 4. 

Le nombre des ehanees de lever deux autres cartes est 



16. IS 



= 120. 



1 .3 

Done a, = 4 X 1 20 = 480. 



4.3 



2** Le nombre des chances de lever deux as est r^ = 6. 

Le nombre des chances de lever une autre carte est 1 6. 

Done 

a, = 6 X 16 = 96. 

3** Le nombre des chances de lever trois as e^t 1-573 = 4. 

Done 

05 = 4. 
Ainsi 

N = 480 + 96 -f- 4 = 580. 

Enfin, en divisant N par D on trouvera : 

580 29 
""1140"~57 ' 

La probability contraire sera 

29 28 
^ 57 57 

On peui done parier 29 contre 28 que le joueur trouve un as 
au moins dans le talon. 

Remarque. Trouver de meme la probabilite pour celui qui a 
la main, de lever un as au moins dans les trois cartes du talon, 
quand il n'a aucun as en main. 

On trouvera en procedant d'une maniere analogue : 

232 ^ 91 

P = — et Q= — . 
323 323 

Treizii^me exemple. Trouver la probabilite pour celui qui a la 
main de lever un as et un rot dans les cinq cartes du talon , 
quand il n'a ni as ni roi en main. 
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Les combinaisons siiivantes pciivent avoir lieu au lalon : 

N<* i i as , 1 roi , 5 autres cartes , 

N" 2 i as, 2 rois, 2 

N® 3 i as, 3 rois, i 

N"" 4 4 as, 4 rois, 

N« 5 2 as, i roi, 2 

N* 6 2 as, 2 rois, i 

N« 7 2 as, 3 rois, 

N'* 8 3 as, i poi, 1 

N<» 9 3 as, 2 rois, 

NMO 4 as, 1 roi, 

Parmi ces dix cas les couples suivants donnent les m^mes 

chances : 

N*» 2 avec N" 5, 

N» 3 avec N" 8, 

N«> 4 avec N^ 10, 

N« 7 avec N» 9. 

II reste done seulement six cas distincts, savoir : 






N« 1 



4 4 42.11.10 _^^ _ 

avec - . - . == 3520 chances , 

111.2.3 



4 4.3 12.11 
N"* 2 et 5 avec -■ • -7-— • — — - 

11.2 1.2 



= 1584 



chacun , 



4 4.3.2 12 

N" 3 el 8 avec - • 

1 1.2.3 1 



— = 192 



chacun , 



4 4.3.2.1 
N** 4 et 10 avec -- • ; — -— - — 7 == 4 

1 1.2.3.4 



chacun , 



N» 6 



avec -— -• • -—- - • — = 432 
1 .2 12 1 



N" 7 et 9 avec 



4.3 4.5.2 
T7^ * 1 .2^3 



= 24 



chacun. 



V 



(48) 

Done 

N=3520 + 2-1- 1584 ^. 2 -«- 192 + 2-^4-^ 432 -*-2 + 24=9144, 

^ 20.19.18.47.16 

°°° i. 2. 5. 4. 5 -^^^^*' 

D 15504 646 646 

QuATORZii&ME EXEMPLE. Tvouver la probabiliU de (aire carles 

blanches. 

20 . 19 . 18 . 17 . 16 . 15 . U . 13 . 12 . 11 . 10 . 9 



P = 



32 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 



578956 1792 

179! 

Q== • 

^ 1792 



.CHAPITRE 11. 

PROBABILITES DES £PR£UV£S R£p£t£ES. 



19. Dans ce chapitre nous exposerons successivemenl Ics 
theories des probabilites relatives aux puissances el aux facto- 
rielles des polynomes et des binomes ; puis celles qui sont rela- 
tives aux produits de binomes et de polynomes quelconques; 
ensuite quelques applications remarquables de ces theories. 

SI. — PUISSANCES DES POLYNOMES ET DU BINOME. 

Soient 

Oi^ O) .... Oi; 0|, Of .... Oa,> C4,Cj.... c„ 

des evenements ayant les probabilites 

Pi,Ps... Pi; giy(jif"Vm9 ^i9^ ... r„ .... 

La probabilitc P qu'ils ont lieu ensemble dans un seul ordre 

est (n" 1 5) 

P = p^pt .... pi . gijj qm ' rir, .... r,.. 
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Mais si a^ se riipete / fois y b^y m fois et C| , n fois, on a 

Ci = Oj s= ••• = Oj 6i = 6j •— = 6«, Ci = C| "•• = c„ etc. 

P. = p.= =p, ,. = ,,.... = ,, r. = r..... = r. etc., 

d'ou 

P = pl^rrj. 

Si r^v^oement compost dont il s'agit doit arriver dans un 
ordre quelconque, 

k d^signant de combien de manieres differentes on peut deter- 
miner un ordre. 

i. P«l«MiBee dn polynome. 

20. Si Tun des ev^nements A^ B, G. . . doit arriver ncieessaire- 
ment k chaque 6preuve, et si leurs probabilites respcctives sont 
Py q^r..., la probabilite que 1 un quelconque d'entre eux arri- 
vera k Tune des ^preuves sera : 

p = pH- gf-f-r-4- ... = 1. 

La probabilite qu'ils se produisent fx fois de suite , n'importe 
dans quel ordre, sera : 

fA = /-4-m-i-nH- •. (2) 

Le terme general 

.. » 

p'qf^r" (3) 



/!mln! ... 



exprime la probability que sur fx epreuves on produira, dans un 
ordre quelconque, A, / fois, B, m fois, G, n fois, etc., car on a 
ici k = jT^j^i . • . > egal au nombre des permutations de fx lettres, 
dans lesquelles il entre / lettres A, m lettres B, n lettres G .... 



9. PalflMiBee da biBome. 



S'il n'y a que deux evenements A et B, alors P = p -h g = 1 , 
exprime la probabilite que A ou B se produira en une seule 
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epreuve; la probability qu'ils sc produiront fx foisde suite, n1m- 
portc dans quel ordre, sera : 

^-ip^ir-^l^.i^r (*) 

ft = m + n. 
Le tenne general 

exprime la probabilite qu'en fx epreuves A arrive m fois, et B, n 
fois, dans un ordre quelconque; car k = ^^, exprime le nombre 
des permutations de a lettres dans lesquelies m sont egales h A^ 
et n egales & B. 

S. Polyaonie de« ffaelorlellea. 

21 . Une urne renferme en tout s boules, dont a sont marquees 
a, b sont marquees (3, c sont marquees y, etc... 

On fait fx tirages sans remettre dans Turne la boule extraite; 
on demande la probabilite a qu'en fx tirages il sortira m boules 
a, n boules P, / boules y^ etc., n'importe dans quel ordre; et la 
probability P qii'en fx tirages il sortira des boules a, (3, y..., 
n'importe Fordre et le nombre. 

Nous commencerons par supposer qu*on extraie d abord les m 
boules a, puis les n boules P, et enfin les / boules y. 

Soient p^ la probabilite de tirer une boule a au 1" tirage ; 
» Pi » » • a au 2*^ tirage ; 



» p^ » » » a au m' tirage ; 

» 9i 9 93 9n les probabilites respectives de tirer une 

boule (3 au 1", au 2^, ... au n* tirage ; 

Soient r^ , r^ ... rt les probabilites respectives de tirer une 
boule y au !•', au 2^ au .... P tirage. 

En supposant que les boules sortent dans Tordre indique, on 
aura les probabilites simples 

a a — i a — m -♦- 1 

s s — 1 8 — nn- i 



^ 
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6 b — i b — n -*- i 

^ 8 — m « — m — i s — w — II-4-4 



c c — 1 c — / -*- i 

,r, = - 

« — m — n 



r, = , Tj == •••• r» — ^ - , 



Gomme ^==m-i-n-h/-h •-, la probabilite p du concours 
de ces tirages dans un seul ordre sera : 

a {a — i)....{a — m-*-4) .6(6— 1)...(fr — n-*-i).c(c — l)...(c — /-♦-I) 

«(«— 4) (s — ft -I- 4) 

a"'-*6"'-V-* 

done 

At! a"'-*6*'-'c''-* 



win! /I 8^'-' 



. (i) 



sera la probabilite des tirages qui am^nent m boules a, 
n boules P, / boules y, ete., n'importe dans quel ordre. 

En donnant a 9n, n, / ... toutes les valeurs , k partir de zero, 
compatibles avec fx == 9n + n + / ... la somme de toutes ees 
valeurs exprime la probabilite P, done 

• g,ml-l knl-i ^U^i 

P«=\-J^I— •? ? ~ (2) 

On pent encore obtenir la valeur de P de la mani^re suivante : 
Soient 

d -4- 5 -t- c H — 
a.= 

a H- 6 -4- c -4- ••• — 1 

or J = 

8 — 1 

a-4-6H-c-*- — — A^-t-i 






les probabililes simples qu a chacun des tirages consecutifs il ne 
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s 



sortira qu'une boule de Tune des marques a, P, 7 .... la probabi- 

lite de leur coneours sera 

[a -t- 6 -♦- c -♦- ...]k'"* 



Jr = CTj Wj CTj ■•• fSu, '^^ ^ ^ . . • \«^/« 



Done en eomparant (2) et (3), on obtient 



4. Blnome de* foetorlellea. 

22. Lorsqu'il n'y a que deux sortes de boules aux marques 
a et (3, la formule (4) devient 

(g -4- 6)^/"' ^ ii\ or'-' . b^-' ^ 

Remarque I. Si la boule extraite est remise dans Turne, les 
faetorielles o"^"*, etc. se changent en puissances, et Ton a 



Soit 



il vient 



(a -t- 6 -♦- c -f- ...)^ Y f^ ^ a'^b'c^ ... 



a ,b c 

-=p, - = 9, - = r,etc. 

8 8 $ 






Remarque II. La formule (5) developpee est 

(oh- 6)1^-* i ( pt(A« — i) 



Atfx — i! 
La probability R de tirer au moins k boules marquees a est 

R =-4-1 i a*"'"* -*- F-aJ^'-'b -h .... H- , ^' , o*'-*6l*-*'-* \ • 
s'^'-'-f ^ ^!a— it! ) 



(25) 
La probabilitd Q d'amener au moins une boule a est 

ft!**-* 



Q = l- 



^i-* 



23. Si dans {x = m + n epreuves, pi et 91 sont les probabi- 
lites des evenements contraires A et B ii la premiere epreuve; 
P2 et q^ leurs probabilitcs k la seeonde; .... p^m et 9^^ leurs proba- 
bilit^s k la fx""' epreuve ; quelle est la probability P que A et B 
arriveronty dans un ordre quelconque, le premier m fois et le 
second n fois? 

/>! H- 9i, p^ -*• 9,^ pfj, H- 9(4. sont les probabilitcs que A 

ou B arriveront respeetivement i la 1", 2"% .... f*"' ipreuve; 
la probabilite qu'ils se*produiront suivant une combinaison quel- 
conque en fx epreuves, sera par suite : 

Done la probability demandee P sera la sonune de tous les 
termes de ^ dans lesquels entreront m des facteurs pi ... qf^ avec n 
des facteurs 91 .... 9yui.Ges termes seront homogines en j9 et 9, et 
contiendront m dimensions en p, et n dimensions 9 : ainsi, en 
reropla<;ant les lettres 

Pi. ft Pi* 9*. ?« ••••?/* 

par 

Pill, ptu .... p|iw 9tV, 9,t; ... 9y»v , 

on aura : 

{piU -f- 9iv) (p4W -f- 9tv) .... (p|iw -I- 9|«.v) = 2 H ti*t?' 

Soit M le coefficient du terme de cette somme qui repond k 
k==my l=ny on aura P=M. 



•. Prodnli de teeteom polyD^Mefl. 

24. On a un de a 9 faces numerotees 1, 2 .... 9. Ghaque face 
a une probability particuliCre qui change d'une Epreuve k |a 



(U) 

suivante; chaque fois que Ton jette le d^, on note le num^o 
sorti. Apr^s fx jets eonsecutifs on additionne les num^ros inserits, 
et Ton demande la probability P que la somme soit m. 

Disignons par p^P pl*^ p[^^ les probabilit^s des faces 1 . 2 ... 9 

a la premiere ipreuve ; par pi*^ p?^ ... p'i^ leurs probabilites k la 
seconde epreuve; et enfin par pj^' pj^' ... pj*) leurs probabilites a 
la fx"" ipreuve. 

tr, =pP H. pi*) ^ .... ^pi*) 

repr^sente la . probability que Tune des faces 1 ...9 sortira au 
premier jet ; 

la m£me probabilite relative au second jet, etc. 

Enfin 

5,^«p(|)^-p(j)^ .... ^pii) 

celle relative au fx'"^ jei. 
Done 

n==t:T,t:r,...c^=jpV^^-pi*)-+-...pS»)!}pi') + ...pi«>{...ip5;>-H..p<;^^ 

probability de Tarriv^e simultanee de tons les ^v^nements , ren- 
fermera les probabilites relatives k toutes les sommes possibles 
produites par fx jets. 

Done la probability cherch^e P est la somme des terihes de o 
dans lesquels la somme des indices sup^rieurs est m. Pour faire 
ressortir cette somme, remplagons le produit cr, par le suivant : 

c = jpi*'f-+- pl*)(«^ ....pl'^t'j ipf>«-*- ....pi'U'j....ipJl)^ ^ .... p'fiH^l 

On aura 

P = U„ 

Remarque. En decomposant m de toutes les mani^res possibles 

en pt chifTres, en ayant ^gard aux arrangements, on obtient l'^. 

En eflFet soient 

' 9n = tti + pi -I- ri "^ — •- >i 

etc. 



s 




(85) 
On aura : 

P = u« = p/«Op,(^i)p,(ri) ....p^o.) + p,(«.)p,(l5i) ....pj^t^.) -h .... 

S ± APPUGATIONS DIV£RSES OES PRINCIPES PR£g£DENTS. 

25. Lbhhe. Ghercher le coefficient K de o*" daqs le d^veloppe- 
ment de 

Posons p=:n'ha, et cherchons le coefficient de o^ dans le 
developpement de 

(1 -♦• c ^ .... ^ ««-*)" = ' ~= (1 — t^Y (1 — c)— 

X i -f-tio-f-^^ — ^7^— «^-^ ^-^ 

L 2! 3! 

Or ^videmment 

2^ -f- a — 2^ = a, etc. 

Les premier, second, etc., termes du premier facteur, devront 
done 4tre multiplies par les termes en o*, o^~* o^"**..,. du second 
facteur; or ces derniers sont 

(fH- a — 4) C^ or*. 

(» -*- a — J — 1) Ca^ o*-«, 

(« -f. a — 2^ — 1) Ca_j,o*-»*, etc. 

done , le terme en o^ sera 

(n-*.«-i)C«-nC..(n-i-a-g-.l)C^^, |^ 
-f-nCi.(ii -«- a — 2qr — i)Ca;-«, -+- ) 

et Ton aura : 

K=(nH-a-i)C«-.nC|.(n+a^?-i)C^.,j 
-i-nC,.(n-#-a — 2qr — l)Cflt-i,-t- ; 



(26) 



•ImpllfleailoD tfe K. 

Comme on a 

(a — /cf) -H (n — I) ssn -f- a — ftf — i 

on aura : 

(n + a — pqr — 4)C«_^, = (n + a — a*</ - 1) C,_, = (p— a*? " *) C-«- 
Posons successivement dans cctte formiile 

fx = 0,1,2,3 

nous trouverons : 

(«-+-« — ^i?- l)C^-8,=(p — 27-1) C,.,, etc. 
Alors 

K=(p— i)C^^— «C,.{/) — 7 — 1)C>_,+ nC,.(p— 29 — i)C^,— etc. 

_ (p— i)(p— 2)...(p~w-Hi) ( p-y— 1)(p— ?— 2)...(p— y— n-fr-1) 
i.2 (n~1) ** i.2....(n— 1) 

/* (m — 1) ip- 27—1) (p^^q — 2) ... (p — 27 — « -+- 1) _ 
■1.2 1.2....(n— 1) 

(p - 1 )"-"-' {p-q—i )-"-' »*-' ip-ig—l)-"-* 

n — i! « — II 2! n — 1! 

26. C/ne ume contient q fronts numerotees 1 . 2.. .. q ; on en ftre 
wne, on inscrit son nnmero, puis on In remet; on fait de cette 
sorte n tirages^ on addilionne les numeros inscrils, et Von de- 
mande quelle est la probabilite n, que la somme de ces numeros 
est egale a p. 

Solution. Premier cas. Les probabilites simples sont inegales. 

Les probabilites de la sortie des boules 



1,2, 
sont respectivement 



s 



(27) 

Soient a^ le nombre dc sorties de la boulc 1 ; 
tt^ » » » 2; 

• ••••••• 

«f » » • ?• 

On aura 

a, -f- a, -H ^ a, = ^i . . . (I) 

el 

a, -f- 2ci, -♦. -I- 5fa,= p. . . (2). 

Soient en outre 

«i -♦- Pi -*- ".. = n\ «! -H 2Pi -t- .... = p 

Of, -4- p, -+- .... = n ((3) . et a, -+- 2|3, -h .... = p } (4) , 

«» -+- Ps -*- -•. = w ) oj -+- 2j3j -f- .... = p 

etc., etp., 

tous les systemcs possibles qui satisfont 4 (l)^t (2); on a : 



(w, ^-CTi-4- -+-»,)• =2- 



La probabilite n sera la somme des termes de (5) dans les- 
quels Q„ Qj satisfont i (i) et (2). Ainsi 

n = N.of* cr^.... H- N,«f (:r^ + .... ^ ^^jsfit^* ... (6) 

Second cas. Les probabiliies simples sont egales : 

1 

CTj = CT^ = etc. =r - 

dou : 

L equation (5) montre que N, , \ .... N. ne dependent pas 
de zjif Ojy ....; soient done : 

Wj = o*,ClC. 



(«8) 
Alors 

= (N* -H N, -H ... N V = ^^ 
Le premier membre de (5) devient 

(tsr H- tj' -4- .... -♦- o*)" = 2Hc*; 

done K=H pour A=p; e'est-&^ire que K est le eoefficient de x^ 
dans le developpement de (w -♦- o* -♦- ... -f- a*)*; par suite : 

K==(p-l)C^, — nC,(p— 9— i)C^ + nC,(p— 29— 4)C^-etc. 
=.(p — 1)-*/-«— n(p — q — i)-*'-* H- -J (p— 29— i)-*'-*— etc. 

et nous obtiendrons la probabilite cherch^e n en substituant eette 
valeur de K dans Texpres^ion 

i 

r 

GoROLLAiRE. Gette m£me formule resout 6galement le pro- 
bl^me suivant : 

Qwlle est la probabilite d'amener le coup p en jetant sttr un 
tapis n desa q faces numerotees 1 , 2, ... q? 

27. Cas de la formule de Moivre oi q = 00 . 

Nous avons trouv^ au n** precedent : 

^ ( (p— 1)(p~2)....(p— n-4-i ) _ (p-7-i)(p-7-2)...(p-9-n-f- 1 ) 



^_i ( (p-1)(p~2)....(p- 
qf"( i.2.,..(n— i 



— etc. 



) 1.2....(n— 1) 

fi(n— 1 ) (p— 27— i ) (p— 2y— 2) ... (p - 2(y— n-t- i ) 
"* i.2 i.2....(?»--4) 

En multipliant et divisant par g"""S il vienl : 

"""^f 1.2 {n-i) 4.2 ....(n-1) 

**" 1.2 1.2 ...(n—1) 



^ 



u^ds 



( 21) ) 
Posons (^ = 00 , p = 00, ^=1= Sy ^==d8, nous aurons 

(s-ds) (s-2cfe)....(5-(w-i )ds) (s-i -ds) (s- 1 -2rf«)...{ «-i- (m-1) c/« } 



— n 



i.2.»..(n-1) 1.2 (n-i) 

»(n-i) («-2-cfe) («-2-2rf5) ... |s-2- (n-1 )cb| 

I ! L 

1-2 1:2 ....(n-1) 

dou, en siipprinmiK los lermes en ds a cole dcs icnues tiuis : 

, ( «"-* (s— 1)"-' w(n— 1) {.s— 2)-' 

M.2..M— I i.2...(w-i) 1.2 1.2...(/i— i) 

En integrant entre les limiles ^ ct^ de jf, nous, aurons la 
probabilile P que p est compris entre a el 6: 

-=7:^.::.SKr-"(^*r-^'(r'r-] 
-[(ir-«(=-')-*^-'^(=-)--.]i- 

ExEMPLE. En supposant que pour chaque orbite toutes les 
inclinaisons depuis jusqu a 100 grades soient egalement pos- 
sibles, determiner la probability que la somme des inclinaisons 
des 10 orbites planetaires, sans y comprendre lecliptique, sera 
comprise entre les limites et Ol'ilS?^ ce dernier nombre etant, 
en 1801, la somme des inclinaisons des orbites planetaires k celle 
de la terre. 

L angle droit 100 grades etant divise en un nombre infinimenl 
grand q de parties egales, on aura ^ = loo » n = 10, a 5=0, 
fr = 91«4187;d'ou 

4 /90.4187\*« i , 

^=lX:io (-100-1 -mmoio,Mm7r=o.mmnm, 

28. PnoBL^ME II. Un nombre s de jevnes gens est inscrit pour 
le tirage au sort de la milice; a seront re formes, c forment te 
contingent : quelqu'un tire le numero fx > c ef < c + a. Qwlle 
est la probabilite quil par lira? 



( 30) 

Solution. Si, parmi les fx premiers numerosy p — c au moins 
sont tires par des jeunes gens qui seront reformes, eelui qui tire 
le numero fx partira. 

Ce probleme revient done k extraire en fx tirages au moins 
JUL — c boules blanches, parmi a blanches et s — a noircs, la 
boule extraite n etant pas remise. 

Posons s — a = 6,|ui — c = A:. 

La probabilite de cette extraction sera (n*" 22) 

P = 4-i-l ^^'* ■*- /"a^-*'~*6 H- + , ^' ,. «*/-«. 6*^*'-' 

= 1 — —\bf^-* -♦- iiabf"-"-' + +- ;^^1— _a*-"-«6i^*+*'-'. 

Soil 

49 

' ^ ' 60 

29. Probleme III. Une assemblee deliberante $e compose de 
s membres; a forment la majorite, h la minorite. On fait /x tirages 
pour composer une commission de fx membres. Quelle est la pro- 
babilite que dans ce nombre de tirages il sort au moins | + 1 =k 
noms appartenant a la majorite. 

Solution. Ce probleme revient a chercher la probabilite 
d 'extraire, en fx tirages, au moins ^ -+- i = A: boules blanches 
d'une urne qui renferme s boules, dont a blanches et 6 noires, 
sans remettre dans Furne la boule extraite. 

II suiTira done, pour la resoudre, d'appliquer la formule pre- 
cedente (n** 28), en y faisant A=^ -f- 1. 

30. Determiner la probabilite de deux joueurs A et By de 
gagner le premier a points, r autre h points pour finir la par tie y 
dans un jeu oil I'un des deux doit gagner un point a chaque 

(*) Cesi par ce probleme , propose par le chevalier de Mene a Fermat et 
a Pascal, et resolu d'abord par ce dernier; qu'a commence le calcul des pro- 
babilites. 



\ 



{ 31 ) 

coup, p elant la probabiliti cle A, q ceUe de B pour gagner le 
point. 

Solution. Soient P el Q les probabilites cherchees; PH-Q=i. 

La partie sera lerminee tout au plus en a h- 6 — i coups ; 
done le probleme revient a ehercher la probabilite P qu'en 
lJL = a -\- b — 1 epreuves, A, ayant la probabilite p de gagner a 
chaque coup, gagne au moins a fois; on aura done (n"^ 20) : 

P =p* ^ ^p^-^q ^ ^ ^-p* V-+- --H ^^ 6^1 PV- 

31. Probleme V. Une ume contienl m boules; on en tire un 
certain nombre; ehercher la probabilite que ce nombre sera pair 
ou impair, 

Les nombrcs de eombinaisons paires sont 



2* 4* 

Les nombres de eombinaisons impaires sont 



^3/.t 



w, — =— , etc... 
5! 

Le nombre total des eombinaisons est : 

m m V ^ . 

i ^m-¥- -^ h ... - 1 = (1 -♦- 1)"* — 1 = 2* — i. 

2! 3! 

Soient P et Q les probabilites cherchees; on a : 



et 



Or 



P-|.Q=:l, p=: } -I- — - 

^ ' 2"' — 1| 2! 4! 

^ 2" — 1 \ 3! / 



• •• 



? 



m*'-' m''-' 



etc. 



(i — i)» = 1 — m -♦• —- H- etc. 

• ' 2! 3! 



I 



(32) 
Ajoutons et retranchons ces deux identites : 



2* = 2 « 4- 



m*'-* m*'-* 



V. 4! 



done 



^^('^■^-V-^-) 



Or 



2— «— 4 2*-* 

i» P= , et Q=r 

2"»— 1 ' ^ 2"— 1 



2-*>2-*-l>^(2--i); 



nous aurons done 



2«-i j 2^*— 4 4 

>:: et ——r<^; 



2*— 4 2 2**— 1 2 

par suite Q > P. 

2m-4 I ^ 2~-*— 4 1 4 

2« = =-H- , P^ = , 

a-— 4 2 2(2"*— I) 2'"— 4 2 2(2"*— 4) . 

plus m est grand , plus ^ ,^ _ est petit; done si m est tr^s-grand, 
P et Q different peu de - • 

An eontraire plus m est petit, plus ^ approche de - ; alors 

Q approehe de 1, et P de 0. 

Enfinsim = 4, Q = 4,P = 0. 

32. Probleme VI. — Une urne conlienl m boule$ blanches el m 
noires : quelle esl la probabilile P qu'en liranl un nombre pair de 
bouleSy il y aura aulant de noires que de blanches? 

Solution. Le nombre des cas ou Ton tire 1,2,3 ....boules de 
chaque eouleur est 



m"-* m*-* 



m 



' 2! 3! 



, etc. 



Done Ic nombre des cas ou Ton tirera 4 blanche et 4 noire , 

» 9 » 2 B 2 » 

9 » » 3 » 3 » 

. . .... etc. 



(35) 



est respectivement 



done le nombre total de cas ou Ton tirera un nombre egal de 
blanches et de noires est 



«-(^r-m'^-= 



imi-l 



(2m)- J 



ml 



Gomme on en tire chaque fois un nombre pair, 2**~* — 1 est 
le nombre de tous les cas possibles; done 

ml 



Si m est tres-grand 



(2m) 



m/-« 



m! 2 „ , 

p -— =- a peu pres. 

* Vtn n 

En effet 

(Sm)"'-* _ 2m (2m — i ) ... (m -4- i ) . m (w — 1 ) ... 2 . i 
m! i .2 {m--i)m, i .2 (m — i)m 

Or, on sait que, si m est tres-grand, on a 6 peu pres (*) : 



1 . 2 .... m = m"'c-'" |/2Tm ; 

d'oii ; 

(1 . 2 .... m)' = m^e"^ . ^nn 



1 . 2 .... 2m = (2m)«« . c-*- V/4jrin 
(2m)""-* (2m)*- . c-*- . l/47rm 2*" 



*" ^ m*- . e-*"* . l/27rm . \/27rm l/rm 

Done 

2** 2.2*" 2 



l/7rm.2**-« V/7rm.2*- 1/ 



TTtn 



O Voir la oote I, k la fin de Touvrage. 



(54) 

33. PtosLtae VII. L'ne toUrie est composee de n mmierM; 
// en mrl r a clutque tirage : trouver la probabilUe n que taus 
Meronl $(irii$ en i lirage$, 

SoLi'TiOH, Di^gignons par 
Z«,f le nombrc des cas ou, apres s urages tous les numeros 

1,2... q parmi it numeros seront sortis, 
Z«,./ .1 !<' nombrc des cas ou, apr^s t tirages les numeros 

1 , 2 ... 9 — 1 parmi n numeros seront sorlis, 
Z/i*^f..i Ic nombre des cas ou, apres t tirages les numeros 

1 , 2 ... (/ — 1 parmi n — 1 numeros seront sortis. 
Z„, y , so compose de deux parties, savoir : 

1' Des combinaisons ou les num6ros 1 , 2 .... q — 1 se rencon- 
trenl avec q ; 

2*^ Des combinaisons ou q n'entro pas. 

Or si Ton enlc^ve Ic num^ro 9, les n — 1 num<^ros restants 
pourront se combiner avec les num6ros 1 , 2 .... q — 1 , et former 
leH combinaisons de ces deriliers ou q n'entrc pas. 

Done : 

Z||, f-l = Al»» "♦• Z|,_l. g_| 

un 

Z«,, = Z„, ,-1 — Z»_|, ,_| (i) 

Lo nombro des cus possibles dans un tirage est exprime par 



M (« — i ) .... (m — r ^ <) n"-* 
I . 2 .... r r! 

Dtinc (H.'lui de tous les cas dans t tirages est 

!•* r I <*' 

Snt 1^ la |irt>btibiiite que dans 1 tirages les numeros 1 , 2 ... 9 
|Hinui les n soient siuiis : 

P=-^^-; (3) 



\ 



(35) 
De la suite : 

on tire : 

Z5. ,-i — Zi, ,_i = aZj, ^i 

Z*, ,_4 Z3, ,-1 = AZ3, ,_, 

etc. 

Z|i,,-.4 Zn-i^q.-l= ^Zn^,q-.i .... (4) 

Dans cette formula (4) faisons : 

!• g — i == i, 2, 3 etc., et n = n; 

it vient : 

Z«,s=aZ,^i,« . 

Z«,8 == AZ^^i^s 
Z«,4== AZ»_i,5 
Z||, 8^ AZ,.j, 4 

etc. 



on a 



d'oj^ 



on a : 



Z«_j. j= aZ,_3, 1 
Z|i-5, t = aZ«_s^s 

etc. 



(5) 



2« f _ i es i , 2, 3 etc., et « == n — 1 ; 

Z»-i,s= ^Z,i.s.i 

Z,-i, 9 = aZ««,, J } (6) 

Zii-l,iS= AZ».s,8 

etc. 
aZ»_j,,= a*Z|^,, i 

^Z^,,5= A*Z,_,, , 

AZ^_1,4= ^*Z„_,,j 

etc. 
30 g_j---^^ 2^ 5 etc., et n = n-^^; 



<7) 



(36) 

etc. 
4» y — 1 = i ,2,3etc.; etn==n — 3: 

Z.-8, J = A Z,_4, 1 (8) 

etc. 
d'oii 

A cause des relations 6, 7, 8, les ^uations (5) deviennent 

Z»,»= aZm^i^i 

Z»,» == AZm.1,1 = A Zj^j^ I 

Z,.4== AZ„«4^5= A*Z|^s, j= a Z|^^, , 

Zn, B = AZ„_^, 4 = A Z„_t, 8 = A Z„_5, , s=s A Z,,«4, I 

etc. etc. 

done 

Le nombre de tous les cas possibles ou dans t tirages les 
num^ros 1, 2, ... 9, sortent parmi les n, est 

•••(«) 



ra 



Le nombre de tous les ca$ possibles ou. dans t tirages le 
numero 1 ne sortira pas est egal k celui de tous les cas possibles 
ou les num^ros 1, 2 9 .... 9, parmi n — 1 num^ros, sortent, 
c'est-i"dire i 

Le nombre Zn, 1 de tous les cas ou le numero 1 sera sorti 
en t tirages est egal au nombre (a) de tous les cas relatifs aux 
numeros 1, 2 ... q^ moins le nombre (P) de tons les cas ou le 
numero 1 ne sort pas; done 

• ( rl j I r! ) (4.2...r)' 



N 



(37) 
Changeons dstns celle derniere formule n en n— g + l, elle 
devient : 

A[(n-<yr-'T 

Done par la formule (9) , 



_. ^;J(n-jrr-'T _ A' [(n - yf-'J 
^' "" (1.2 ... ry (1.2 .... r)' 

Substituant dans (3), il vient 

P = — — - OU , ^ ... -• • • • 

en posanl n — q = s. 

Maintenant considerons la suite 

[,"-.]« « j^(„ _ ,)"-<]* = « 

[(» + ir-*]' = [(n - 9 + ir'-'j = «. 

[(« -t- 2)"-']' =[(«-(/ + 2)"-']' = «'. 
etc. etc. 



(W). 



(a) 



on a 



9*"* 



A»u = 7tt,— 7tl,_4 -^ ^ti,., — clc q: qfMi i: M. 

Done 

z,. [«-«]' = [n-^-*] - 9 [(n ^ ir*J -4- -^ [(n - 2)"-*]' - clc. 

En substituant dans (a), on aura : 



p=*-T[-^J"-2rL-;?^J-^L-;Fr-J 



etc. 



(38) 
Posons 9=*ny nous aurons enfin : 



n = l 



n''-* r(n — r)»'-« V 



w 



Exemple n = 90, r=5, t=100, on a n=0,741O> :^ et 
plus grand que | de j^. 

54. Probl^me VIII. Une loterie est composee de n numerosy donl 
un sort a chaque tirage. Trouver la probabilile n qu^en i tirages 
toiis seront sortis. 

Solution. La probabilile P que les num^ros if% 3... q parmi 
les n numeros .seront sortis en t tirages, en en tirant r&h fois, 
est (n*» 33) 

A^ [(n ^q){n — q i).... (n -^ q — r -^ i)J 
\n{n — i {n^r -\- 1)] 

Pour r=l,on an — q — rn- l=n — g, etn — rn- I==n; 

done 

A' (n - qY 



V~ 



n' 



Maintenanty soient 



(n — 9y=i* 

(n — qf -4- 1 )' = ii| 

(n — g -H 2)* = Ut 

(n — iV=w^* 
n* = w. 



la formule 



'19 



,»/-! 



A«M = ti, — 9M^_i -*- ^ u,_j — etc opquiztu 



2! 



donne 

^.(n-qry«n*-7(n-1V+^*(n-2y-^(«~3y 

de sorte que 

/n-i\* flf"-*/n-2V 



etc., 




( 39 ) 
Posons q^^n, nous aurons 



/« — IV' n*-' /n — aV 



Remarque. Posons : 



^-(-7-)J==*-"(-v-)-Tr(-ir)-«*''- (*^' 

Dans le second membre de la formule (1), ie terrne qui en a m • 
avant lui, est (^^-^) > et dans la formule (2), Ie lerme de m^me 
est i}^) ' Passant aux logarilhmes, on a 

\ n I \ nl n ^ nf 

l.\ 1 =milA{ )== — 

\ n I \ nl w 2 n* 

De sorte que si Ton pent negliger les termes de Tordre -^-, , 
on pent ecrire 

35. Problems IX. Le nombre n etant tres-grand^ quel est le 
nomhre de tirages i^ ^pres lequel la probabilite que les n numeros 
seront sortis, est egale d J-? 

Solution. La formule (a) donne 



dou 



■['-\/i] 



,•=_!:: ^ '*-" (6) 



Pour effectuer ie calcul de ia formule (6), soit 



z 
4 



\ 



(40) 
On aura 



i / i \ I 

- Lktsil, I 1 = — /. (i — z)=z H 5* -4- .... 

n \\ —z) ^ ' "2 

Si nous faisons 

n 
dou 

et que nous devcloppions s suivant les puissances de y : 

jee= Ay -♦- By* -f- .... 

nous aurons, pour determiner les coefficients, Tequation iden- 
tique : 

y={^y •*- %' -^ •••) -^ 2 (^y ■*■ ^*' ■*■ •")* "*" •"• 

ou 

\ 

,y = Ay-t-^B -H-A')y«-4- 

d oil A = 1 , 



i i 

B^-A* = o, B = 

2 ' 2 



et par suite : 

i , i i{l.kf Lkl Lk\ 



Or, 



. "/ i l.k I l.k\ 

- yi Lkl Lk\ 

/.(.-y^i) = Ma,-/.n./.(l-'i) 



= I. [Ik) — l.n — - Vt - - 

= /. (U) - /.n - J- (,) 



(41 ) 
Or on sait que 



'•(V)='-<^'--^^--'-'*====-l-i(^')-^^^- • • 



(p) 



L'^quation (6) devient^ par ia substituiron des valeurs (a) ct((3) : 
Ln — /. (Lk) -4- ^ Lk n [l.n — L {l.k)] -*- i Lk 

[n/.n-/.p)](i-i.) -.1(1-1)/.^ 

I 

36. Probli^me X. Une loterie est composee d'un tres-grand 
nombre n de numeros; il en sort cinq a chaque iirage. Quelle est 
la probabilite que lous seront sorlis apres i tirages? 

Solution. Dans la formuie 

. nin—rV n*"* r(n — r) (n — r — 4 )T 

n = i H \- 9 ^ — etc. 

i\ n J 2! L n{n—i) J 

qui exprime ia probabilite que n numeros sont sortis en t tirages, 
a raison de r numeros a chaque tirage, faisons r = ^y\l vient: 

nfn — 3V n*'-* r(n — 5) (n — 6)i* 

n = i H \\ --^ ^ — etc. 

i\ n / 21 L «(n — 1) J 

Mais on a : 



On pcut done poser approximativcmenl 



etc. 



( *2) 



et SI 



.  ~- 



2 



log 



1/2 
C^ 2 - 1 



'^(ir^) 



pour 



w = 90, 1 = 85,204. 



37. Probli^me XI. Vn plan est divtse en parties egales par des 

paralleles NN', MM' rfiV 

N R X Ia / L KT* tantes entre elles d'une lon- 
gueur constante a. On projette 
sur ce plan un cylindre tres- 
mince d'une longueur 2r egah 
au moins a a. Chercher la pro- 
babilile P, que ce cylindre rencontre deux paralleles conseculives 
quelconques^ 
Solution. Soient^ 




a, BC = y, AC 

CD'=r 

CE' = r 



==a — y 



AB = 

CD: 
CE: 

BO = r 
DCB = BCE = f , DCE = 2^. 



Quand le centre dii cylindre est en C, si on le fait tourncr 
autour de ce point, la moitieDG rencontre MM' dans Tinterieiir 
de Tangle DCE, et il en est dc meme de Tautre moitie CD'. 
Done 4f est le nombre des cas ou le cylindre renconire la droite 
MM', quand le centre est au point C. Done /^4<pdy estle nombre 

des cas oil le cylindre rencontre MM', en faisant glisserle centre 
du cylindre sur AB, de B en 0; or y = r cos (p, d'oii : 



= 4yy. 

fhdy=-[hy 



— 4r sin » -f- const 

• 4r sin y] — [4f>f/ — 4r sin y] . 



^ 



{ 45 ) 

Lcs limitcs de y (r,0), correspondent aux iiinitos de cp {0, |j , 
altendu que 2^ = r cos 9 ; done 



r l^^M = [4. . r — 4r sin 0] — [4 . ~ . — 4r sin '1 =±= 



fr. 



Faisons 



AC = a— i/==y': 



Ic nombrc des eas oil ie eylindre rencontre MN' est 

6 
ct le non)bre des cas ou Ie eylindre renconlre MM', ou NN' sera 

4r -4- ^r == 8r. 

Le nombre de tons les arcs decrits par ie eylindre pendant que 
son centre parcourt AB = ay et qu'il fait un tour enlier dans 
chacune de ses positions, est Sr.a, done la probabilile cherchce 



P = 



8r _^4r 



Remarque. Soit GK = HL = A, si le centre du eylindre se 
trouve dans Tint^rieur du rectangle GKLH , Ie nombre des cas 

oil il rencontre MM' ou NN' sera A.8r (a). 

.58. Probli^me XII. Vn plan est divise en parties egales par un 
premier systeme de paralleles MM', NN'... placees a la distance 
constante a ; puis par un second systeme de paralleles PP', QQ'. . . . 
perpendiculaires aux premieres, et a egale distance b les unes des 

outres. Un eylindre d'une longueur 2r 

au plus egale a b oti d a, etant projete 

y' stir ce plan, trouver la probabilite P 

que ce eylindre rencontre le con- 

M — ^1 ^ jy ^"^ 1 ^ C ^ ^^^^ ^^ ''**^ quelconque des rectangles 

AEUF, dans lesquels le plan est divise 
. par les deux systemes de paralleles. 



X 



F 
F 


{ 


1 


R 


a 

IT 


r 


^ 


It' 


a 


S 


I) 


JIT 


I 


JU' 


K 


i 


I€ 


2 


A 

> 


u 


? Q 


I 


B 

a' 
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SoLiTiON. Soient 

AF == a > ou = 2r 

\E = b > ou =r 2r 

AB = AD = r 

EG = EK = r 

FL = FO = r 

UR=US =r 

BG = OR = 6 - !2r 

^ DL=KS = a — 2r. 

Le centre du eyiindre, en tombant dans Unterieur du reciangle 
ACUF, devra se trouver dans I'un des rectangles I, II, IF, III, III' 
ou dans Tun des quatrc carres 1, 2, 3, 4. 

1^ S'il tombe dans I, ii ne rencontre aucune des droites-, ni 
du syslime MM', NN'.... ni du systeme PP', QQ'.... 

^ S'il tombe dans II ou IP, aiors le nombre des cas oil il 

rencontre Tun et Tautre systemes de paralleles , sera par la for- 

mule (a) , n** 37 : 

8r(6 — 2r) {i) 

3"" S11 tombe dans III ou IIP, le nombre des cas ou ii ren- 
contre les deux systemes sera, par la m^me formule 

8r(o — 2r) (2) 

i*" II nous reste a examiner ce qui se passe dans les quatre 
carres 1, 2, 3, 4. 

Du point A, avec un rayon egal k r, decrivons un quart.de 

cercle. Si le centre du cylindre est dans 
ce quadrant, il rencontre en tournant 
^ dans toutes ses positions les MN et les 
PQ k la fois; le nombre des combinaisons 
dans lesquelles cela aura lieu est 




Mf A 



2t. = 

4 



7rV« 



Si le centre du cylindre est en V(3cy), en dehors du quadrant, 
il ne pourra rencontrcr, en tournant, qu'une des droites MW, 



^ 



(45 ) 

PP'. Pour chcrcher le nombre des cas ou cola arrive, decrivons 
de V comnie centre avcc le rayon r, Tare de ccrclc YZTX. Soicni 
TVX =2(p, YVZ=29' ; le cylindre ne rcnconlro la droiie MM' 
que quand il est dans 2(p, et la droite PP' que quand il est 
dans 29'. 

Done si le centre du cylindre est en V, le nombre des cas ou 
Tune de ses moities rencontre MM', PP' sera 2(cp-H 9'); done 
le nombre des cas ou Tune et Tautre moitie rencontrent ces 
droites est 4(cp -h 9'). 

Designant par dxdy Telement de surface de la partie du rec- 
tangle situee hors du quadrant, le nombre des cas relatifs a toutes 
les positions de V est 

''Jf{?-^?)<i^<h W 

Pour determiner les limites de cetteinlegrale, nous avons 

AW = X = r cos /, (/x = — r sin fd{ 
VW = y = r cos ^, (iy = — r sin fdf, 

L'inlegrale (a) devient 

4r*/^{y -4- /) sin f sin f'dfdf , . . . . (p) 

Pour tout point V situe hors du quadrant , on a 

X > ou = l/r* — y*. 

Pour B et D, on a: 

y = 0, X = r 

y = r, X = 0. 

Les limites de y (0, r) correspondent aux limites de 9 [0 et ^j. 
Pour determiner celles de f, on part de 

a:>v/?Try; 

done 

r cos f ^ i^r* — r* cos' y > r sin ^ ^ r cos I — — f) 



et 






^ 



(. 46 ) 

Ainsi les limites de 9' sont et | — 9. 
Done le nombre des cas cherches est 



4r»/« sin ^^f~\ -4- /)sin /rf/. 


InK^grant par rapport k (f\ on a d'abord : 

^(y "•■ f) ^^^ ?'^? = fysin fdf -^J*^' sin y'dy ' 

= — 5> cos f ' — y' cos ^' -+-' /*cos y'dy' 

= — f> cos f>' — / cos y' -I- sin ^ ' -♦- c 

= — (9-4- ?') cos «p' -♦- sin 9' -*- c 
ou 

r 

(f "•■ f ') sin y'dy' = sin y -+- cos y -*- y. 



Par suite 



/ « sin fdf / (y -♦- y') sin y'd/= — ^ / * *»"* 

T r 

-♦.y '^ sin r cos ^df -♦-y * y sin f df . 

Or, en integrant par parties : 

I* / sin* f</f «= sin 7 cos f-*- 



^df 



f' 



doik 



o« 



doik 



*sin*fdf«-r. 

• 4 

J siiifcas^f = ^ 






r» 




(47) 

d'oii 

y • f sin ^iff s=: i . 

Done 



En ajoutant ^ ^ on obtient le nombre des cas relatifs au 
carre 1, qui sera done 6r^; et quadrupIant,on a le nombre des cas 
relatifs aux quatre earris 1 , 2, 3, 4, qui sera 24r* (3). 

Le nombre ^total des cas (1), (2) , (3) : 

8r (6 — 2r) -4- 8r (a —2r)-i- 24^=8(6 -*- a)r — 8r*=8r(a -h 6— r) 

exprime tous les eas ou le cyiindre rencontre Ic systeme de 
paralleles MM', NN', PP', QQ'. 

Mais le nombre total des combinaisons possibles est egal au 
produit de 2r par Taire AEUF ou 27ra6, done la probabilite que 
le cyiindre rencontre les divisions du plan est 

8r (a -I- 6 — r) 4r (a -4- 6 — r) 
27ra6 7ra6 

39. Probl^mb XIII. 5t dans un tas de x pieces, on en prend 
tin nombre au hasard, determiner la probabilite que ce nombre 
est pair ou impair. 

Solution. Soient : 
' C. ia somme des cas dans lesquels le nombre est pair. 

C^ la somme des eas dans lesquels le nombre est impair. 

P, ia probabilite que le nombre est pair. 

P^ la probabilite que le nombre est impair. 

On a : 

t, -H C, t., -+- C^ 

Determination de C, etCx etant le nombre de pieces, si Ton 
prend une piece de plus, G^i sera le nombre des eas dans 
lesquels x -h 1 est pair, C^ le nombre des cas ou x -i- 1 est 
impair. 



(48) 

I)an« Ic premier (*as : 

C^^ sc compose i* du nombre precedcnl dc eas pairs, 

2* du nombre precedent dc eas impairs, 
cor chacun dc ccs eas combine avec la nouvelle piece donne un 
cos poir* 

Done 

C,+,i^C, >f-C;; d'oii :^C, = C; et a'C,= aC^. . . (2) 

I)an« le second eas, Q^i se compose : 

1" (III nombre prc^cedeni de eas impairs; 

2" du nombre precedent de eas pairs ; 

3'^ de Timile, puis(|iie la nouvelle piece pent etre prise seule. 

Done 

CUi ^ ^1 -♦' C, -♦- I , 
ou 

^c:^c,-^ 1 (3) 

done , ji cause dc la formule (!2) 
Or 

^ (*, s= ^Lg^^ — ^C, «=a C,p+j — C,^i — (C^^i — C,) ; 
on oura \)i\r suite : 

^«+t — -^Cj44 -♦- C, ^ C, •♦- I 

OU bien > en duuigeant x -h I en x : 

0^.-=:^:,+ I (4) 

liuoj^^us l;i fornuik (i) qui peut s ecrire : 

C^,—C, = €,-•> I ou ^C. «=€.-». I. 



Soil 






€.-.-1=5 


d\Mik 




^ 


AC.= iy; 


cj |v>r stt«e : 




iN»iMn$ 


■^5 — »• 




V — «• 



\ 



(49) 

d'ou 

£^y == a'"*^ — a* = a'{a— i ); 

et substituons, nous anrons : 

a'(a—\) = a'; ou o'(a — 2) = 0; 
d'ou 

et 

f/=A2', 

A etaiit unc constantc a determiner. 
Done : 



Or, pour 
done 



et 

Mais on a 



C,«:A2'-~1 (5) 

X = 1 , on a . C, = , * 

1 
= 2A — 1; d'oii A = -, 

2 

C,=r2*-*— i (C) 



C; = aC„ done C; = [^'-*--i] — [2'-* — i] 

== 2« — 2'-* 
= 2^'(2 — i) 

La somme de tous les eas sera 

C, -f- C,= 2^* - i -^ 2*-* «= 2* - 1 . 

Done enfin 

2*-* — 1 2'-* 



p p' >_ 



2'_-i » • 2*— i' 
il en resulte 

p; > P.. 

40. PaoBL^ME XIV. On projelte une piece au jeu de pile et 
croix; on demande la probabitile qu'en x coups y on amenera 
les faces de la piece dans I'ordre pile, croix; pile, croix; pile, 
croix; etc. 



(50) 

Solution. Soil C, le nombrc des cas favorables ; 

r. le nombre lotal des cas; 
P, la probabilite cherehee = y- . 

Deierminons t^. Le nombre de tons les'cas au coup x s'oblient 
en combinahl le nombre des cas au coup x — 1 , avec chaque 
face. On a done : 

Pour integrer faisons x = 1 , 2, 3 .... x, ct multiplions, nous 
aurons : 

Pour X = i , on a f, = 2, done 

2 = 2^0, d'ou /o=i. 
et 

Detenminons G^. Le tiombre des cas dans lesqucls la combi- 
naison pile croix , pile croix.,... nest point arrivee au coup x — % 
est 

Ghacun de ces cas donne un cas ou elle arrive precisement 
au x"*' coup ; dortc le nombre des cas ou elle arrive au x"** coup 
cst2'"'— C,_,. 

Mais C^ est le nombrc des cas favorables au coup (x — I)'*', . 
multiplie par 2 et angmenle du nombre des cas ou elle arrive 
au x^ coup; ainsi : 

C, = 2C^. ^^-^^ C,_, 

Pone 

p ~ 1 _ 

5i* 2* 2* 



4 4 -l-« 4 4 

Pour integrer (1), posons : 

P.-i = P.-haP., 




{M ) 
ei de m^me 

P^ = P^i -f^ aP^, = P. H- aP, ^ aP, -h A«P, 



ou 

P,-, = P, H- 2:iP, -+- a*P,. 

Substituant dans Texpression (1) de P,, on obliendra, apres 
reduction 9 

Si Ton fait 

P. — ^=y; 
d'ou 

P. = i +y, 

et 

AP, = Ay 

A'P.^^y 
r^quation preeedente deviendra : 

A«y — 2Ay -4- ^ == 0. 



y = a'; 



Posons 

d'ou : 

Ay 

et substituons, il viendra : 



-(-:-') 



G-'I-^G-')*'-"' 



cc qui donne pour a les deux valeurs : 



d'ou 



1 1 

0,=- et «,=-; 



en faisant 

C, = 2C'. 

Determinont C et C. 



^ 



(-52) 
Pour 

x = l, P,oul^-t/ = 0; dWi: = i -+---*-€' 

2 

x=«2, P.=-, i = i^-^-|.C', 

4 4 4 



dou 



et par suite : 



d oil enfin : 



2' 



^ i -*- X 
y= P. — 1 = ; 



_ 1 -4- X 
P.= i TT- 



41. Probleme XV. Qualre joucurs A|, A^, A3, A4 joaent de 
cetle maniere : 

1® A| /owe at;ec Aj : jj'i/ gagne, I'enjeu est a lui; 

5V/ ne perd ni ne gagne, il continfM dejouer avec Afjusqud 
ce que /'tin d^s detix gagne ; 

SHI perd , alors 

2^ As joue avec A3, ef si A3 gagne, I'enjeu est a lui; 

S'il ne perd ni ne gagne, il continue djouer avec A3 jusqud 
ce que Vun des deux gagne; 

S'il perd, alors 

Z" kijoue avec A4 : el ainsi de suite, jusqu'a ce que Vun des 
joueurs ait vaincu celui qui le suit. 

La probabilite pour I'un quelconque des joueurs de gagner 
contre Vaulre est ^ ; celle de ne gagner ni perdre est aussi ^ ; 
determiner la probabilite que I'un de ces joueurs gagne la par tie 
au x"* coup. 

Solution. Soicnt P« la probabilite que A4 gagne la partie 
apres x coups , 

P, la probabilite que A3 gagne la partie apr^s x coups, etc. 

On aura ; 

4 o 1 » 

Px==-Px-i ■♦--Px-. • . 0) 



« 



( S3 ) 

4 

En efTot^ I evenomcnt doiu P, est la probabilil6 pent avoir lieu 
dc deux maiiieres : 

1** Quand A4 gagne la partie apres x — \ coups, et qu'il la 



» » 



gagne encore au x coup; cet evenement compose a pour pro- 
babilite ^ P^,. 

^ Quand A3 a gagne la partie apres x — 1 coups , et que A4 
gagne au x^coup, cet evenement compose a pour probabilite 
-P 

L'equation (1) peut Hre appliquee success! vement a tous les 
joueurs , on a done le systeme d'equations rentranies 

3 o 

3 j 8 'If 

P« — ■;: P»-i *= z P*-i • (2') 

P,-zP-. = ;7P,-. OV) 

P.--P._. = ;7P-. (*') 

« 

Determinons P,; on a : 



P* "Z Pr-l == ~ Pr-4 5 

3 O 



I 



cbnngeons x en x — 1 , et nuiltiplions pr — ^, il vienl : 

— ;: P»-i -+- ^ Px-« = ■" ";:i P*-** 
.V or 

Ajoutons, et nous aurons, par suite de (2') : 

t.2* 1* in H1^* 

P.--P,-i -4- ~iP,_,=^ p_, -_p,_J= p,_,. 

Operons encore de la m^me faeon, nous aurons a cause de (3Q 

* 3* 5 * 1 * if* I'll* 

P. - z P,-. -*- -. P.-t - zi P.-5 = zi Px-i - r l\- :. = z: P.-.- 



(54) 

Enfiiiy par suite de (4'), aii moyen des mj&mes traDsforma- 
tions : 

4 

Ceite equation £tant lineaire, nous pourrons poser P,=ra'; 
d oil , en changeant xenx — l^x — 2, etc. ; 

P,^i = a'^ = — ; P,_,=o'^'=--j, etc.; 



et par la substitution de ces valcurs, nous aurons : 



,,464 
a'li -H-^ 



3a 3V 5V ' 3V^ " -»"«' 



i 1 i 



ou, en supprimant le facteur a' : 



dou 



et 



Soit 



nous aurons a 



*=-= 



\ 5a/ 3 \3«j ' 
(3a-i)*=l, 

(3l^3i-.|?^3)*~i=0. 

3l/3.a-—K5 = tf; 
1 et 

3a — I = 



a 



dou 



iJ-s- 



"-U'-^,:- 



done a* — 1 =0, donnant les valeurs 

a,«i, «, = — i, «,= l/^=n^, a*=- V/m, 

a aura les quatre valeurs correspondantes : a| , a^, 03, 04; et par 
suite : 

p*«=C,af-*-C,aJ-4-C,aJ-*-C4aI (2) 




(55) 
Les imaginaires se remplaceront par 



TT . TT 

as = cos — h V — i sin — 
2 2 

TT y It 

a4 == COS V — i sin -. 

2 2 

On aura des equations toutes semblables pour 

3 « 1 

P P P 

2^ D6terminons les constantes de F^quation (1). 

Pour cela remarquons que 

Apres X = 1 , 2, 3, 4 coups les probabilites de gagner poui; A| 

sont : 

i i i i 

3' ?»' 3*' 4*' 



Apr^s a; = 2, 3, 4, 5 coups les probabilites de gagner pour Aj 

sont : 

jl 2 3^, 4 

5*' 3»' 3*' 3»' 



Apres X = 3^ 4, 5, 6 coups de probabilites de gagner pour A3 

sont : 

i 3 6 10 



3»' 3*' 3»' 3* 



Apres X = 4, 5, 6, 7 coups les probabilites de gagner pour A4 

sont : 

i 4 10 15 



3*' 5»' o«' 3' 



Ces dernieres quantites serviront k determiner les constantes 
de lequation (2) ; en les substituant dans cette equation, on aura 
les quatre equations lineaires : 

1 
3 



(56) 
4 

45 

42. Probleme XVI. Deux joueurs k et H, dont ks adresses 
respective^ sont entre elles comme p est a q^ jouent ensemble, de 
maniere que sur un nombre x de coups, il en manque yd A, ei 
x-y d B pour gagner la parlie. Determiner les probabilites qu'ont 
les joueurs de gagner lapartie. 

Solution. Soil !«,,. la probability pour B de gagner la partie 
ou de faire les x points quand deji il en a fait y, 

-£- = b est la probabilite pour A de gagner un coup. 

^^ = a est la probabilite pour B de gagner un coup. 

B peut gagner la partie au moment du coup actuel, 

4® s'il gagne ce coup, auquel cas it ne lui resle que x — 1 

points a faire ensuite; la probability de gagner le coup est a; celle 
%de faire x — 1 points est tiy.,.i; la probabilite de gagner la 

partie en gagnant le coup actuel est done aUy,..i^ 

Mais B peut gagner la partie au moment du coup actuel, 

2o en perdant ce coup, pourvu qu'il gagne independamment 

» 

de ce coup : pour cela, il faut que, quand il n a que y — i points, 

il n'en ait plus que x — la faire; car alors, quand il aura ses y 

points , il aura gagn^ la partie. 

La probabilite de perdre un coup est 6; celle de gagner mal- 

gre celte perte est tiy_,, ^, . 

On aura done 
s 

«,. . = 6 X tty_,, ,^ -♦- a X Wy..-i. 

Remarque, l*" quand y = 0, on a tio^.= 0. 
Gar quand B n a gagne aucun coup, sa probabilite de gagner 
la partie est egale k z^ro. 
On a aussi tio,,_i = 0. 






V 



(57) 
2** Quand y = 1, on a par (1) 

ou 

tii., = aii,,^i (2) 

Z^ Si X =s= 2f, B gagne n^cessairement. 
Done 

4' Six = y — 1 , on a pareiliement 

car (1) donne 

tiy, , = ally, y_4 -^ 6i«,_,, ,_,= ott,, y-i -^ 6, 

mais 1 =a -h 6, done tty,y_| = l. 
5<» Six=y — 2, on a par (1) 

done 

t'y, f-j==^> etc. 

6* Si x= 1, on a Uy,i= 1, ear on a par (1) 
«r.i=at/y,o-H6uy«,,o=a-^ 6 = 1, 

puisqu'on a ^videmment w,,o= ^> ti,_«,o= *• 

Nous avons trouv^ pour Fint^grale de r<^quation (1) 



w,.,=v— i— y ]\ -i-^(x — i)H-'~ — — 



,2 

p*'-* (x — 1) (x — 2) . . («— y -*- ^)i 
^^ i.2.. y — i 

43. Probli^me XVII. XetB ont dmcun k p/ece^, 
la probabilite que A gagnera son coup a^\^r. > 
/a probabilite que B gagnera son coup 



/« probabilite que personne ne gagnera ^qij j_ ^ • 



{ K8 ) 

La partie sera terminee, quand Pun desjoueurs aura gagne k 
pieces; quelle est la probabilite que A gagnera x pieces, el celle 
qu'il gagnera la partie? 

Premii^re solution. Soil y^ la probability pour A de gagner x 
pi(^ces; elle se compose de : 

La probabilite pour A de gagner ce coup, multipliee par celle 
' pour A de gagner la partie apres ce coup; 

Plus la probabilite pour A de ne pas gagner ce coup parce 
que B le gagne, multipliee par la probability pour A de gagner 
malgr^ cet echec ; 

Plus la probabilite que personne ne gagne le coup, multipliee 
par la probabilite pour A de gagner la partie malgre ce coup; 

Done 

a h c 

d'ou Ton d^duit successivement 

(0 + 6-4- c)y, = oy,+, + 6y,_t -*- cy,; 

(a -^ *)y. = oyx+i -^ ^y.-i ; 
(«-^~)y.= y.+i + -yx-i; 

\ a/ a 

ouenposant^ = y: 

(^ -*-y)yx= yx+i-^ryr-i, 

ou bien : 

y.+, = (1 -^ y)y. — ry.-. . . . . (1) 

Integrons T^uation (1). 
Si 

X r=sO, on a y, =:0; 

X = 2A, on a yu= ^ ; 
faisons 

X =1,2.3, 

nous aurons : 



\ 



( 2^9 ) 

yt =(i -+-r)yi 

ys = (^ -*- y)y« — ryi = (l -^ r -*- r*)yi 

y« = (1 -*- y)y5 — ry«= (i -»- r -♦- r* ■+- y')yi 



i — r' 
y, = -^ r + r* + • + y"'^*)yi == fH — • .V* 



Pour X = 2fc, on aura : 



1 — y** 1 — r 

y^==1=- yr,' d'ou y, = - -\ 

1 — y I — r 

\ — y* \ — y 1 — y* 

•^'^ ^ 1— y 'i—y«^i— y«* 

pour ac = A , 



y* = 



1— y" l-f-y*' 



probabilite pour A de gagner la panic. 
La probabiiil6 pour B est egale a : 






(^j 



= «* y*-4-«* = i. 



Remarque. Lc calcul est le meme quand les joueurs n ont pas 
un nombrc de pieces egal. 
Soient X et fx le nombre de leurs pieces. On aura : 

yuii=i=^ — i y, 

1 — y 



yi= 



4 — y 



i — yA -♦- /:* 
i — y* _ i --y/* 



probabilite pour A de gagner la panic. 




(60) 
La probabilite de B serait 

• -a' 



«A = 



i 



-0 



Deuxieme solution. L'^quation (1) elant lineaire, on pcut riiile- 
grcr en posant 

done 

o'+W (i -4- r) a" ■— ya'"* 

a* — (i -t- y) a -4- r= 



i -*- r . m /(i -4- yf \ '\- y K 
a = d= \/ ^ y=: d= - 



— r 



a, = 1 , cit = r 
y, =CiOj-+- Cia; = Ci-^•C,y• 
pou^ 

X = 0, on a ^0 = 0, 

x = ^kf on a yit = i > 



pour 
done 



doii 



=^ C, -*- c 

Cj=3 — Cj, Cj = 



».= C,(l-y') = 



i — y** 



Troisi^me solution. Par les fonetions generatriees. 
Nous avoDs trouve 

yH.i = (^ -^y)y« — yy^i; 

ou en multipliant par C : 



ou bien : 



^(yx+.i'^) = (i -f- r)y,(' - y<(y.-,r-»). 



{ 61 ) 
Posons X = 1, 2, 3, ....; nous irouverons : 

i 

7 t^yz = (i -^ r) yi«' -- r «yi«* 

I 

- t*y4 = (i -f. r ) ys^' — r t^t*. 
t 

Ajoulanty on obtient : 

7 Ivft'-^ yzi'-^'-] =»0 +r) {yi«* -*- y/ -*- •• t 
* • 



Soil z = gy.f » yoC + y.t* + y,«* + 



Fequation precidente deviendra 

mais 1/0 = ^'^^ ^^^^ ^"^ ^^^^^ equalion se reduit a 

z — yjt = z (I + y) « — yt*z ; 
d*oii Ton tire 

yi< 



«=■ 






Et commc y^ est le coefBcient de f dans le developpeiuent de z, 

on aura : 

y«=yi(^ -♦- y-^ r^-i ny'-*) 

l-^y* 

=yi^; • 

I — y 

D'ou I'on tire 

i— y»* 

yi*=i==yi-T — -. 

1 — y 



(62 ) 



N 



ct par suite 



y.== 



4 — r" 



44. Probleme XVIII. A e^ B ont m etnjetons; ikjotienl; an 
bout de quelque temps its en ont x ety; la probabilite pour A de 
gagner 1 coup cst^^, celle de B est-^. La par tie cesse quand 
I'un desjouebrs a gagne tous les jetons de I' autre. Quelle est la 
probabilite pour A de gagner la par tie? 

Premiere solution. Posons m-f-n = x-iT y = k, 
Soit t/. la probabilite cherchee ; 

I est la probabilite pour A de gagner eette fois ; 
M^. » » A de gagner apres le coup ; 

» » A de ne pas gagner cette fois ; 

» » A de gagner malgre eet echec; 






U, 



on aura done : 



X 

k 



k — X 



^x = -;^t^ 



u._i. 



Multiplions par kfj il vient : 

Faisons successivement x = 1, 2, 3, 4 et ajoutons : 



k{lUi + ^ti« 



Soit 



-♦- ki (Uq -♦- U^t -t- tl,(' 

— t (tio -♦- Sttii -*- 3wj<' 






• C^) 



dou 



Z = t/g + Uit -f- 1*8*' •+- lis*' -f- 



dz 
dt 



L'egalite 


(2) peul s'ecrire 












A(tt,« +!/,«' 


-♦■ •••)~"[(w4-*-2us(-^3i/s«' 

-♦- kt(Uo -H Mff -t- Wjt* 


-4- 


•••)■ 


-(«,+ 


«i< 


+ «,(' 




— *[(Mo-*- tt|t-*- u,(* 


-4- 


••■) 


+ («.« 


-H 


2«/,('  



•)] 
•)] 



(63) 
ou 

et puisque Uq = 0, on aura : 

. dz z i^dz 

k.z= h ktz — tz ; 

dt i dt' 

d'oii 

el 

' dl. 



''-f^k)dt ^/i i_ k'-\ \ 

Integrant : 

I. z = 1. « — 1. (4 — + (* — 1 ) '. (^ -^ -+- '• c 

d oil 

t{i ^ t)*-* 

«= c — 

i —t 

ct si i'on fail A — 1 = fx : » 

Le lerme general sera 



Done 









« • • I 



2! x—i! 

Pourx = w -f-« = A = |un- 1, on a w*=l, done 

( . 2! ^! 

= C[1 ^1f =:C2^. 



^ 



^ 



(64) 



Done c = -jj , el : 



Deuxieme solution. Nous avons trouve : 

X k — X 

D'ou 

fcw, = xu,^.i -I- A:w,_, — xwx_, 

= X (u^i — u,) + X (u, — </x-i). 
Posons : 

.Ux — tt,_i = ^X (O 

ii viendra 

k^x = X [^ (x -♦- i) -H ^ (x)] 

(k — x) ^x = x^ (x -♦- i) 
^(x-f- 1) = ^(x). 

X 

Faisons success! vement x=ly2,3 ; nous aurons 



K3) = ^{2). 



i 



,/,x = ^ (x — i) 



2 

ft — X -4- 1 



X— i 

ct multiplianl ces equations : 
Done 

etc. 



(65) 
mais la formule (1) donne pour x = \y% 3.... 

«i = Wi •+■ ^(2) 
en ajoutant on a : 



ou bien 



t/, s= tio -♦- ^(1) -fr- 1^(2) -♦- ^(5) H -♦- ^(x) 

== ^(^) -»- *(2) H H ^(x) 



i 21 X — i! 

vi^ (1) se determine comme precedemmenl c. 

ProM^me dies pMrtles pour deax Joaeara. 

45. A un joueur A, gtit a la probabilite p de /hire an poin^, 
i7 re^te x points a [aire pour gagner la par lie; a B gui a la pro^ 
babiliU q == 1 — p, de /aire un pointy il reste y points a [aire 
pour gainer. Quelle est la probabilite pour A de gagner Venjeu? 

Solution. Soit u^^, la probabilite cherchee; on a 

car alors p gagne; x et 2/ ne sont jamais nuls a la fois. 

La probabilite cherchee est egale h la probabilite p que A pos- 
sede de gagner cette fois, multiplice par ^t^^^^i probabilite de 
gagner ensuite, plus la probabilite q que A perde cette fois, mul- 
tiplice par u^,,, probabilite de gagner ensuite; savoir 

tt,,, = piiy.,_i-*-7iiy_j., (i) 

Premiere solution par ufhe double sommalion. 
Soil 

00 OB 

-4- Uf^it^V -^ Wm*'^' 



•••« 



Multiplions Tequation (1) par (V, posons pour 

y = i, x = 4,2, 3,., 
y==2 x = 1,2, 3.... 
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ct ajoutons , il vicnt : 

etc. ) [ -\- 

ft 

-f- U,j *'l? -H tl,,,<V -4- — 

-f- 

Oil 

z = SS w„ J^v' = » I tjS Stt, „ t^v' ^- i;Su„ «" 1 

ou , puisque My,o = 1 , tio,, = : 

z = i^ , . (2) 

^ pvt i ^ 

""i—t i—qt ^ pv 

i - qt 

. pvt ( pr pV p*-*t;*~* ) 

{i-l)(l-qt) \ i-qt (l-9t)» H-qty-' ) 

p't 

Z = H r- • W + • • • 

{<-f)(i-?<r 

Lc termc en /V, s'obtient en cherchant le icrmc en (', du 
developpement dc 

savoir : 

4 -4- - fl H fl -4- — H q^"^ I t" -♦- — 

i ' 2! ' y~1! ^ / 

done 
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Remarque. Cetle formulc (5) se compose de : 

p', probabilite de faire x points en x coups; 

p* \q » X points en x -h 1 coups ; 

p' —^ q* » X points en x -h y — 1 coups ; 

la somme est la probabilite cherchee. 

Seconde solution par une simple sommation. 
Soit 

1 

Je fais dans (1), j/ = 1, et je multiplie par t 

y = % - t^ 

etc. 
et j'ajoute : 

ni^x « -*• «t,f «' H- •••• == p [t«4.,-^ r H- Hi,,., <* -*- •••] -♦- qt [ti,,, t H- M,,, <V ••] 

ou 

d'ou 

en faisant ac = 1 , 2, 3 . . . • x, on obtient 



Zi = 



Zt = 



i -qt 

pgj 
i —qt 



mais 



done 



«o=Sw3,ot^=st»=e -♦- <*-4- ••• = - — - 
11 1 — t 






'I 



{\-qtY(K-t) 
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et par suite Uy,. est le coeflicient de f dans le developpement 

de Zg : 

m 

Pour reduire la formule precedente en integrate d^finie , il y a 
deux methodes. 

!• Faisons 

i i 

z = pvt • • . 

i — t i — pv — qt 

Gomme on a : 

i — t / 

1 — pv — qt / 
il en resulte : 







= pv/. /* /*"e-*^+«) . ef'"" . ^^^^^deda 







( 1.2...X — 1 ) 

(- / V (a-i-flf«)»"' , 

{ ^ ' ^ i.2...y— i 

et par suite 

Posons 

6}=srf, da = rdt -t- tdr, 0==r(i — f); 

d'ou, 6 etant eonsidere comme constant par rapport k o : 

03= — rd«-4-(i — f)dr; 
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et par consequent : 

/ rt \ , rdt 

da=s\r'^ 1 at a= : . 

\ 1 — «/ i— t 

Par rapport i G, » est constant; done cto = 0, et par suite 
d(«= 0; d'oii de= (1 — /) dr ; el : dwlB = rdrdt. 
Comme 

- = : aux liniiles a \ r^pondent cellos t \ ; 

et comme 

^ rdpondenl relics r\ . 

Nous aurons done : 

< 

t/y., =-^ fdiJ^rdre-^'-'^h^-^t^^ir ~ re + ijfr/)''-* 

Mais 

i — e -»- qf^ == 1 — « (i — 9) == 1 — pf ; 
el 



/'r'^^^e'^dr = r(x -t- y) . 

' 

Par suilo Texpression precedenie devienl 



Soil 



done : 



pf=^; pour e={ ona:2;s={ ; 
rxry / 
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Si p = 1 , alors A gagnc a chaque coup : ci Ton a : 

r(a; -4- v) /-* 



or 



done 



./ r(x-f-y) 










2° On a trouve 

1 i 

Par la formule 



on a 





-77 = -—-. / x^*e— 'rfx, 



done 



(i— 90 r(x)o*^ ' 

et par suite I'expression de z, devient : 

r{x)oW L ^^ ' i.2...y-i J^ 

done I 

^^'^y 
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46. Des joueurs A, B, R ont respectivement 

m^ n, r points k faire pour gagner Tenjeu; 

a, p, y soiit les probabilit^s qifils ont de 

gagner un coup. 

Quelle est la probaMlite pour A de gagner la partie? 
On a: a-f-P+ .... -f-y=l. 
Soil t<»,,....r la probabilite demandce. 

On aura, en faisant les ni^mes raisonnements que dans le 
problcme precedent : 



SOU . cS C «• » r 

11 1 * " 

Dans la formule (2) faisons successivement 

(r =1,2..., 

(r == i,2.... 

etc., 

apr^s avoir multiplie d'abord par r v^.^uf^ puis ajoutons; nous 
trouverons comme plus haut, n*". 45 : 

j5 = a[te -♦- tS....S t?*....tor] -t- pt?« H -♦- ywz; 

1 d'ou: 

I I act; ....to 

i — «( — pv ytv (i — t?)...(i — tl?)(l — at — pv — ...yfc). 

Pour reduire cette formule en integrale d^finie, nous avons 



= /V^*-^— -y-'J^rf^. 

I — at — •— — yti? 





\ 
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L'expression de z deviendra par Ik : 


J» 

D^veloppons les exponentielles ; 



e 



'^^  L ^ • • • • 



1 .2.. ..lit — 1 



1.2....n — 1 



Vr-l.^r-i 



i.2....r— i 



ct substituons; nous aurons : 



j5 =s ... -4- (•t?"-- tt?' 



f-^-^ /•:../y"d« 



I W j  H J  • .T K 1 



Si nous changeons 

6) ... /9 en Bf ... Oct; 

et par suite 

d^ ... dp en Bdf ... odo , 
nous aurons 

Lr-r»...r/ ^y ^ 

et comme u^,...^ est le eoefficient de Cv*..'uf dans le d^veloppe* 
ment de z, sa valeur sera Texpression entre parentheses. 
Pour la simplifier, posons 



elle deviendra 



••■»,ii...r 



yr./3f»...do (y -♦- p)"-*... [u + y)'-^yi-+-+'-'e-^®do 



r/wrn...rr^ ^^ 

a*r(»w + nH — hr) /'"' /^"df ...dCT(p-4-y)*~*...(tn-y)'^* 




rm.rn...rr / i^ ;^«H^+...+r V y 
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a cause de 



^J ^m-f-114-..-f-r 



Or pour (3 = .... y = , on a w^^ ,.= 1 ; done 

r 



r (m -♦- n -♦- .. H-r) q*^ „ (i h- ^ -t- .. + tyj^+^+'+r 

La formule (P) permettra de ealculer la formule (a); car on 
peul developper les binomes (p -♦- y)"-*, ... (w -f- :^)''"*; et le terme 
general du developpement sera de la forme ((3), et pourra se 
determiner par cette derniere formule. 

47. Probl^mb XX. Deux jouettrs A et B, don^ les probabilites 
respectives de gagner un coup sont a et (3, ont run m ei I'autre n, 
en tout m + n =»rjetons; a chaque coup le perdant donne un 
jeton a son adversaire; la partie ne finit que quand I'un des 
joueurs a perdu tous ses jetons. Quelle est la probabilite pour A 
de gagner au s"" coup^ en supposant m > s? 

SoLUTi(M«(. Soit u^, la probabilite cherchee. 

A peut gagner la partie au moment du coup actuel : 

l*" S'il gagne ce coup, et qu'ii gagne la partie au moyen des 
coups suivants: la probability de cet ^venement compose sera 

^ S'ii perd ce coup , mais qu'il gagne la partie au moyen des 
coups suivants, la probability de cet evenement sera jBu..,,..!; 
par suite, la probability est ^gale a la somme ': 

Multiplions par t% faisons s successivement egal ^ 1, 2, 3, ..., 
ajoutons, et desigpons la somme par z^ ; il viendra 

= «[W«-H.0«-*- Wm+l.lt'-^"] -*-P[W—I,0*-^ "m-l, 1<*H- ..]. 

Or, en general (sauf ie cas ou n = 0) , on a 

t/«+i,o«=0, ««-i,o«=0; 



(74) 
done 

oil bien 

Cetle equation etant lineaire, nous pouvons poser 

z =0"*; 



dou 



Zw^i = tt""^' » 5:^-1 = o*~* ; 



ce qui donne , en substituant, et divisanl par oT : 

a 
ou 

o' a = — -; 

at a 

d'ou les deux racines : 



«,«-L(4_l/l-4<xpr'); 



el , par 


suite, 


' 


z^ = XaT 


-f-Bo?. 




Or, 


pour m 


-0, 


nous avons : 






done 




^0 


Ah-B 


= 0. 


-0; 



Pour m = r, on a z^ = 1 , done 

AaH + Bo; = i ; 

Ges deux equations determinent les valeurs de A et B qui, 
subslituees dans Texpression de z^, donnent 



z.„ = 



1 ^ H" 



"* - - .w 



«; -*- Of a? 

1 4- 
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Or, comme 0^0^ = l on aura ~ = | a* ; done ; 



^m 



^«h(S"]hs)'*er-] 



Si I'on developpe le rapport ^ suivant les puissances de t^, 



a 
a 

on aura 



ct comme tn est >« , ces termes n'auront pas d'influence sur le 
coefficient de f dans le developpement de z„ ; on pourra done 
ecrire : 

a" 
Z- = — oj. 

Developpons maintenant al par la forniule de Lagrange qui 

donne, pour 

z = x -^^oifz: 

Comme on a 
on devra faire 

z = at,'X = pty «s=af, fr = a]^ Fz = tf;; 

Fa:= (po" ; F'x =rn (po""' ; /a: = (PO*; 

ct Ton aura 

= S -l^n(n + 2i — i) ...(ii ^ » + ^) fir-*-* 
i.2... » 



= S«*^**— 4^. n(n -^ 2t — 1)...(n + i -*- 1) : 
l.2...t 

et, par suite, Texpression de z^ deviendra . 



a" 



z„ = - S/-^« -^^. n [n + 2e - i ) ... (n + i 4- 1 ). 
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Eiifin , si nous posons s = n + 2i, nous aurons 

u^ ^ == 5— w (m -t- 2i — \) ... (n I- I + I). 

48. Probleme XXI. Une urne conlient r boules marquees \ ; 
r boules marquees 2 , etc, r 6o?ife« marquees n ; on en aVe loutes les 
boules successivement; trouver la probabilile qu'au moins 1, ou 2» 
ou 3, e(c,, ou i boules ^ sortent au rang marque par leur numero. 

Solution. Aucune boule ne peul sorlir k son rang que dans 

les n premiers lirages. On pent done faire abstraction des tirages 

suivants. Le nombre total des boules est rn = s. Comme il faut 

avoir egard k Fordre, le nombre total de tous les cas possibles 

est cgal au nombre des arrangements de s'' boules, prises n k n, 

ou 

T = « (« — 1 ) — {« — n -♦- i ) = s-'-* . 

Cherehons : 

A. La probabilite Pi qu'une boule au moins sortira au rang 
marque par son numero. 

Supposons qu^une boule n*' 1 sorte la premiere; comme cela 
ne peut arriver qu'autant de fois qu'il y a d'arrangements possi- 
bles avec s — I boules prises n — 1 an-r-l,on aura 

{« - ij (s — 2) .... (s - n + i) = (s — 1 )-•'-* 

pour le nombre des cas dans lesquels une boule n^ 1 sort la pre- 
miere. 

Cette supposition s'applique aux r boules, done r(s — !)»-«'-* 
sera le nombre des cas ou les r boules n^ 1 sortent k leur rang. 

Les memes resultats s'appliquent aux n^" 2, . 3, .. n; done 

sera le nombre des cas dans lesquels une boule au moins sortira 
a son rang, pourvu que Ton en retranche les cas qui sont repet^s. 
Determinons ces cas. 

Considerons le cas ou une des boules n^ 1 sort la premiere, 
et une des boules n* 2 la seconde. Ce cas est compris deux fois 



k 
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dans (a) , car il y est compris une fois dans les cas ou un n? 1 
sort h son rang ; il y est compris une seconde fois dans les cas 
ou un n^" 2 sort k son rang. Cela s'etend k deux boules quel- 
conques sortant a leur rang. 

II faut done retrancher de (a) le nombre de tous les cas oil 
deux boules sortent k leur rang. Le nombre de combinaisons 
de deux boules de numeros differents est 

1.2 ' 

le nombre des arrangements des s — 2 boules restantes prises 
n — 2 i n — 2 est 

(« — 2) (« — 3) ... (s — n •+ 1) = (« — 2)*-"-*. 

Done, le nombre des cas relatifs k la supposition que deux boules 
sortent a leur rang est 

qu'jl faut retrancher dc (a). 
On a done 



n 



1.2 ^ ' \ / 

pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule au moins 
sort a son rang, pourvu que Ton retranche encore de (a') les cas 
repetes, ou qu'on y ajoute ceux qui manquent. 

Ces cas sont ceux dans lesquels trois boules sortent k leur rang. 
Soit k ce nombre. II est repet^ trois fois dans le premier tcrme 
de (a'), car il pent resulter dans ce terme des trois suppositions 
de chacune des trois boules sortant a son rang; k est compris 
aussi trois fois dans le second terme de (a') , car il pent resulter 
de chacune des suppositions relatives a deux quelconques des 
trois boules sortant a leur rang. Ce second terme 6tant affecte du 
signe — , k se d^truit, et par consequent k manque dans (a'); 
il faut done Ty ajouter. 
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Detenninons k : Gomme le nombre des combinaisons dc n nu- 
meros 3 a 3 esX 77773 , et comme on peut combiner les r bouies 
d'un des numeros de chaque combinaison avee les r boule^ du 
second, et avec les r bouies du troisieme, on aura 



i .2.3 



combinaisons , qu'il faut multipliec par 

(« - 3) (« — 4) ... (s -- n H- 1 ) = (« — 3)-*-', 

qui est le nombre des arrangements des s — 3 bouies reslantes 
prises n — 3 i w — 3. 
On a done : 

2.3 ^ ' 

pour le nombre des cas dans lesquels trois bouies sortent a leur 
rang, nombre qu'il faut ajouter a (a'); on aura ainsi : 

2 2.3 

• 

pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule au moins 
sort a son rang, pourvu que Ton rctranche encore les cas repctes. 
Ces cas sont ceux dans lesquels quatre bouies sortent a leur ranger 
ou 

r* (« — 4)--*'-', 



2.3.4 

et ainsi de suite. 
On aura done 



n*'-* . ^. .. . n*'-' 



F, = «-'-* r"(a— 2)"-*'-* -h r»(« — 3)-*-* 

2 3! 

A) 

\»— 4*— I . 



— -,-(,-4)- 



... 



4! 
pour le nombre de tous les cas dans lesquels une boule sort a son 
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rang; la probabiltte de la sortie d'une boule ii son rang sera done 

F, n*-' , < »"^-' , < n"-' i 

P, = _s=| r* h r* r* h • 

T 2 «*-' 3! «*-' 41 «*-' 

n— < 1 (n— i)*-* .1 

4! («-*)"-* 

Cherchons : 

B. La probabilite P^ que t boulcs au moins^sortironl au rang 
marque par leur numero. 

Le nombre des cas dans lesquels t boules sortent k leur rang 
est, par ee qui precede : 

t \ * • 

pourvu que Ton relranche de (6) les cas qui sont repetes. Ces eas 
sont ceux dans lesquels t + 1 boules sortent k leur rang, car ils 
peuvent resulter dans (6), de ce que t + 1 boules sont prises t ^ t. 
Ces eas sont done repetes t + 1 fois dans (6); par consequent ii 
faut les retrancher t fois. 

Or le nombre des cas dans lesquels t + 1 boules sortent a 
leur rang est 



(i + i)! 



En multipliant ce nombre par i, et retranchant le produit de 
(6)^ nous aurons 

• • ^* -t- 1 ^ 1 

l\ { 1 -4- 1 S — t) 
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Mais dans cette formuie il se trouve encore des cas replies » 
savoir : ceux dans lesquels t + 2 boules sortent k leur rang, car 
lis resultent, dans le premier terme, des cas ou t + 2 boules, 
sortant a leur rang, sont prises t k i; ei, dans le second, des cas 
ou ces t + 2 boules, sortant k leur rang, sont prises t + 1 a 
i + 1, cas qu on doit de plus multiplier par t, comme on Ta fait 
au second terme. lis sont done compris dans (b') 



(i^-2)(t-+-i) 



— t (t + 2) = * fois. 



Ainsi il faudra multiplier par 1 — A: le nombre des cas dans 
lesquels t + 2 boules sortent k leur rang. Ce dernier nombre est 



n{n — l)...(n — i — !) 
1.2...(i-^2) 



,-+«(« — I — 2) («- » — 3) ... (« — n -*- 2) 



(t^-2)! 



-« i — 9\«-<+* -* 



r'+«(««t — 2) 



{ — 



Le produit demande est done 

2 ^ ') i.2..(i+2) ^ 



s— i— 2)...(«— nn-l) 



n(n— i)... (n— I— 1) 
i.2...(t-4-2) 



r'+« (s— f-2)(s— t— 3>... (s-n-f-l) 



t(i+l) 



En Tajoutant k (6'), on aura 



ii{n — l)...{n— -t — 1) 



1.2..(t-f-2) 
n(n — l)...(n — 1-*-4) 



r'+« (5-1—2) («-t— 3) ...(«— fH-1) 



H («— i) (« — I — 1) ... (s - n + i) X 






x^i-- 



1.2..t 

t (n — «)r t (« — 1) {» — t-»-l)r*] 



(6") 



I -4- i S—l 



n' 



ti-i 



= —-^(8-1) 



;\ii-<-l 



i! 



i 



t ^i 2(5 — i)(« — I — 1) 

t (n-t)r i (n-0*'"*^ 

7-+-: — f* 

t-t-i 8—1 1-^2 2 



(« 



-ir-'i) 
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Pour oblenir le noitibre de tous les cas ou t boules sorient a 
leur rang, il faudra encore retrancher de (6'') tous les cas qui 
sont repetes; on obtiendra ainsi : 

«*'-* ( t « — I 

t! ( t-f-i« — I 

{ (n-0'-* , i i (n — 1) 
r 



j-i 



La probabilite que i boules sortent a leur rang sera done 

F, («-!)'-"-■ i_i i n-t 

* T tl («-!)' '-'( »-»-J »-»■ 

t («-i)»-' . t (n — t)"-' . I ) 

1 + 2 2 t + 3 3; (« — If-' ^ 

La probabilite Q qu'aucune boule ne sort a son rang sera 

2 s — 1 2.3 (5 — 1)(n — 2) 

(n^i)(n — 2)(n-5) i 

"*" 2.3.4 (« — !)(« — 2)(s — 3)"*" **' 

Dh'isons et multiplions par 1, 2, ... m; ajoutons et retranchons 

1 . 2 .. rn nr 1 . 2 .. (rn — 1 ) 
4 . 2 ,. rn 1 . 2 .. rn 

nous aurons , en nous rappelant que 8=*im : 

i.2..r/i- nl.2..(rn — i)rH-/^^^^^l.2..(rn — 2)r* 

1 . 2 . rn 

/ jc" " (x — r)" c— rfx 

^ 

^^^3  I.      »  »i    Tl -  m  

* 

Cclle derniere forme vaut mieux quand rn est ires-grand. 
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49. Rbmarque. La valeur de x qui repond au maximum de 



\/5HET 



rn-*-r . /r*(n — if ■*- im 



Au moyen de la formule 



ydx = — : z O. 



V dx* 



on irouvera en consequence : 



N=. 



D— l/2ir(rn)"'+ic-"', 
dou 



Q« 



Comme m est suppose ires-grand, on peut negliger^ et -i, et 
Ton aura 

« 

(*) Voir la note II a k fin da Tolumc 
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CHAPITRE III. 



TH£0R£ME de bernouilli. 



50. Si Von connait les probabilites simpler et constantes, p et q, 
de detuc evenements contraires A etB, la probalnlite que, dans 
un tres- grand nombre fx = m H-n d'epreuves, A arrivera au 
nombre inconnu m de fois campris entre 

fip ± yV ^ipqju, 
sera donne par 



vkI 



l/sij^' 



OM Wen P $era la probabilite que I'ecart i^est compris entre 

. dzri/^q. 

DEMONSTRATION. Le termo general du bindme 

911! n! 

qui exprime la probabilite qu'en yL^rr^m-hn epreuves, A arrive 
m fois, By n fois, est : 

tnl n! 

Si nous rempla^ons les factorielles qui entrent dans cette for- 
mule par leurs expressions tiroes de la formule suivante, qui 
est valable pour une tr^s-grande valeur de x (*) : 



(*) Voir la note I a la fin du volume. 









t -.\ rTTTTn^.T 



rt\ V n * 



so-s-:) 






\ 



( «4). 
nous trouverons : 



V^wmn 



•=(fr(^)' 

\m/ \n/ 1/I51: 



[/"-iTiipq 



Cherchons les valeurs de m et de n qui rendent T„ maximum. 

Si nous changeons successivement n en n — 1 et en n -+- 1 , 
la formule (1 ) devient : 

jx! n • p 

T..i=^ ^— p"H-*o"-«==T„ 

m-^Wn — ir ^ "m + igr 









Pour que T„ soil un 'maximum > il faqt que 

T„>T._4 et T„>T.^.,; 

ou que 

i> J- et i> --i. ... (2) 

V Mlliminons n el q. 

En rempla^ant n par fx — m el g par 1 — p, les formules (2) 
deviennent 

ti — mp , m 1 — » 
|>i! ry^^ et i> ^, 

ou bien, par des transformations fort simples : 

m > p (f* -f- 1) — 1 m < p (/x 4- 1) 

m i fit 



fi-*-i A«-*-i A«-*-i 

mm 1mm 
> p <;; p 

m m i . m m 



ft /»(/*-♦-*) .tt-4-i A* A«(A«-i-i) 
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11 en resulte que 



m m 



A« A* (a« -♦■ i) 

3 6tant < -~7j ; et, par suite^enn^gligeant les termes de Tordre^ : 

m 

— = p ou m=(jLp. 

S"" £liminons m «f p. 

Des transformations analogues a celles des formules (2) nous 
conduiront k 

n n n n u 
"<9-^"~; Tx' ->y-*-— 7 Tx ;5 



d'ou il resulte que 






d' 6lant < -4-r ; o"> en negligeant lettermesde Fordre - : 



n 

^ =q ou n = itt^f. 

A« 



51. Appelons G la valeur maximum de T„; nous Tobtien* 
drons en faisant, dans Texpression Tn , 



ce qui donne i 



m n 



G = 



1/2 



upq 



TU 



par suite 



et de m^me 



fjLp \ \«+'+? Uq I \— H-i 



^=«s-^ 



4^-/ I 1 

fw/ \ n 



(86) 

Designons par G^, la valeur que prend T^, pour tn == up, 
n = ftq, nous aurons 



G._,=3G 1 + 



(<4r'('-:) 



Developpons les puissances qui entrent dans le second raembre : 



-••I- I*- J I mfl+IH-5*« wPM-IM-i 



= 6 



(, ^i.p*-« =.e(-^-i-)'0-i>«e(-"^'-')(-^-^'-^'-) 



= e 






Substituant ces expressions dans celle de 6._{ , nous aurons : 



G^i = Ge 



*•+!■' '»+5*« 


i*+ii» 


.-«, 


.-;-. 


1*- ^^ 


l« ~^ «Mt 


SmS 


la 


6»t 


tm* 


1 i 

2 2 


5 


-i' 


P -P 

2 


,-1. 



=gh — 

2m 6m* 3m' 2i* 6n* 3n* 

Si nous changeons le signe de I, nous trouverons Texpression 
de 6,^ ; et, en ajoutant les deux expressions y nous aurons : 

2P 2r 
G...-.G^ = G]2---- 



:=2G 1 



il^^i)! 



Pf 



I 

fll* It . * 



==2GU— r-^}=2Gc *-"=2Ge »^w . 
2mn 



Designons par (p({) Texpression 

i« 
G^, + G.+, = 2Gc »^«, 




( 87) 



i 



et par g la fraction 



^ 1 

ou 



il s'ensuivra 



et 



= 5,(0) = ^, 

La probabilite P que m est compris entre (i-p±l sera : 
P— G._, + G^^.^ -4- •• + G._, + G + G.+, -<- •• + G^_, + G 
= Gfi+i -*- G«-« +■ S [Gu+i -f- G, ./] — G 



IssO 



= fW +2fW-:5?W- 



Or on a, en general (*), par la formule sommatoire d'Euler : 

DonCy en faisant /*= i, et remarquant que, g=^ elant de 
Tordre ^, on peut negliger les termes y'(f), ?'"(/), etc., puisque 

on aura : 
et par suite 

i?W=y'?(0d<-^[f(0-?(O)j. 



(*) Voir pour ccUe formule, comroe pour la prccddentc, Ic caicul aux 
differences. — Lacroix, Grand Traitd, S^^'edit., t. Ill, pp. 9S ct soivanlcs. 

7 



n 



\ 



(88) 
En subslituant dans I'expression de P, on trouvera 






Posons Pg = y*, d'ou 



y / iy 



Texpression precedentc deviendra 



-/ 



^9 _v. ^"y "'" 



y« 






Vic \/g [/2it/tpq 



e-^dt-i- 



Vi 



nfjipq 



probabilite que le nombre m des repetitions de A est compris 
en ire 



r 



Itp dol= lip zt~z,= ixpztr\/''2iipq; 

^9 



ou que 


1 ~ est compris ( 


jntre 














52. 


Premiere remarque. 


De ee que 




d'ou 





-"dt 

"dt: 


^ 


7 



(89 ) 
il en r^sulte : 



=1 — i-f'^-^dt * 



\/2t/bp7 



Pour revaluation de y* c~'*(it , on peut se servir , soil de la 
table de Kramp , soit de la s^rie 

y 
qui se trouve en partant de 



et en faisant suceessivement n «= 0, 1 > 2, 3, ete.^ ee qui donne 

t-^di = / — p- 

d'ou , par des substitutions sueeessives : 

/» , c-^'r i i-3n 1.3.5 Pt-^'di 

En poursuivant > le reste disparaitra pour n =<x> y et Ton pourra 



ecrire 



et par suite, puisque tous les termcs disparaissent pour t^=(x>: 
J 2yL 2y* 2V* J 



y 



(90) 

Deuxi^iie REMARQUE, l"" Si /, et par suite P, restent constants, les 
limites se resserrent de plus en plus k mesure que fx augmente ; 

2** Si •les limites restent conslantes, il faut que y augmente 
avec fjL, et par suite la probability approche de plus en plus de 1, 
ou de la certitude. 

Ainsi done : 

!•* Les limites pdzy [/^, entre lesquelles est compris le rap- 
port inconnu du nombre des repetitions de A, en fx coups , au 
nombre total des coups, restant constantes, la probabilite P que 
- tombera entre ces limites converge vers Tunit^ k mesure que 
le nombre des coups augmente; 

2^ La probabilite que ce rapport - esttoujours compris entre les 
limites pd= 7 |/^ restant la meme, la repetition indefinie des 
coups resserrera de plus en plus, ces limites. 

Troisieme REMARQUE. Pour P = |, OU trouvc , par la table de 
Kramp ou par la s^rie : 

y = 0,4765 — ^ 



car de 



2l/2^ 



i 2 y^y .. e-^ 




2 I/tt / \/%^ 



on tire 



/ 






^[/2iipq 



OU 



« , 1 y* i (T'^ 

3 51.2 4*^ 2»/2;^ 

or la valeur a s= 0,4765 satisfait k 

a cr -I- — — — .. = — |/jr; 

3 51.2 4 ' 

de sorte que la formule (1) pent s'ecrire 
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Comme 7 differera tr6s-pcu de a 9 nous pourrons negliger les 

puissances sup^rieures et poser approximativement e'^ = 1 ; 

nous aurons ainsi ; 

i i 

y =- a « 0,4765 — 



c'cst-ii-dire qu'il y aura une probabilite P = ^ que- est compris 
en ire 



b"W^-U 



53. QuatriAme REMARQUE. Valeurs de P pour diffgrentes valeurs 

dey : 

y=\, P = 1 — 0,2594460 

y=2, P = i — 0,0052587 

y=3, P = 1 — 0,00002207 

r=4, P = 1 —0,000000014 

y = 5, P = i — 0,0000000000015 

De sorte que, pour y "^ 5, on peut prendre P = 1. 

GiNQui^ME REMARQUE. Si deux ^v^nemeuts A ct B ont la m^me 
probability p = ^ = i, il sera egalement probable que la difFe- 
rence m — n enlre les nombres de fois qu'ils arrivent en fx 
epreuves sera plus grande ou plus petite que 

0,6739 l/]I — l. 
Car P est la probabilite que ^ — p est compris entre ± y y^ 

n ^ 



OU que q 



ou bien encore la probabilite que la difference 

m 



P 



est comprise entre 



2r 






OU que : 



(P — 9) /^ — 2r l/2yup7 < m — n < (p — 9) f* + 2y [/^[ipq. 
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Posons 

i i i 

Pa=-, done r=0,4765-— . — zr» el P = 9 = 5 5 

cette in^galite deviendra 

0,6739 i\ wi — n 0,6739 i 

oil 

— (0,6739 1/]!^ — 1)< m — n < 0,6739 V/]^ — i . 

Gomme nous avons pose P = ^, il est egalement probable 
que m — n est plus grand ou plus petit que 0,6739 \/]I — 1 • 

Biemplea da thf^r^me 4e Bera^iillll. 

54. Premier exemple. Les chances favorables aux naissances 
des garfons et des filles elant dans le rapport de 18 a 17, s'ii 
nait 14,000 enfants pendant une annee, quelle sera la probabilite 
que le nombre des gargons ne surpassera pas 7565 et ne sera pas 
moindre que 7057 ? 

(il) Marche du calccl : Nous avons trouve 



= 1 ^ le'^dt 



X/Ze-r* 



l/i 



frmn 



pour la probabilite que m — / < m'< m + /; 

doik 

y *^^ . y ig."— Ogw-^ig» + ig2) 

1 = --^=; 'g7= z • • (*) 



l^iMfi 



Igy^lg^+lg/; (2) 



d'ou Ton deduit y ^^ ... 




(93) 
Nous pourrons ^crire la valeur de P sous la forme 



P = i -f-T 



r e ^ / 



Calculous 



2 2 

= 1 ^ N — M (o) 



r c-y* 



N = -r- 



Or: 
dou 



I \/n - 

2 
lglgcy« = 21gr+lglge (Q') 



et de la on tire la valeur de 7' Ig e. 
On a alors 



lgn = lgy^lge->*-lg2-.Ig^ 



sr 



on aura done 



Galculons 



d ou Ton tire 

Or 

d'oii enfin 



1 



lgj-r'lgc-lg2-lg^. ... (3) 



N= •••; ct i -H N = 



fe-'dt 



JI=-1 






lgM = lg/"V"dt-lgi^. ... (4) 



M = ••• 

i H-N=••• 
P= ... 



( 94 ) 

(fi). Donn£es. m chances favorabiesauxnaissancesdes gargons, 

n » » » » des filles. 



d'ou 





m -\- n — 


f, = 14000 




m : n — 


18 : 17 




m -^ n : wi — 


35 : 18 




44000 : m — 


55 : 18 




m — 


7200 




• 

n — 


6800. 




m -f- i = 7363. i 


!=7363— «i — 165. 


Igm 


= 3,85751 


]g 2 — 0,50105. 


Ign 


= 5,83251. 


Ig 4/^ = 0,24857. 


Ig' 
IgA 

ILCUl 


— 2,21219. 

— 4,14613. 

* EFFEQTIF ; 


Ig kl!f = 1,94754. 

2 

Ig c == 0,45429. 
Ig Ig e — T,63778. 




Calcul dc 1 H- N. 

• 


el). 


Igm — 


5,85755 




Ig n — 


- 5,83251 




Ig 2 = 


0,50105 



Formulc 2). 



Formula 2'). 



Sommc 
. Igf^ 



7,99087 
4,14615 



diff. = 

idiff. - 

2 


4,15526 
2,07765 = lg J 




Igi- 


2,21219 




Somme == 


0,28982 = lgy;r= 
2 


1,949 


21gr — 
Ig Ig e == 


0,57964 
1,65778 




Somme — 
r* Ig e = 


0,21742 
1 ,64980 





^ 
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Formule 5). — 



-y'Hje^ 


2,55020 


.,-r= 


2,07763 


- Ig2 = 


- 0,30103 


« 2 


- r,94754 


JgN- 


4,17926 


N = 


0,00015 


1 + N = 


1,00015 


° Calcul de H. 



Formule 4) pour y « i,950 : Ig fe-'^dt ^ 3,71252 

doane par la tabic ^ 

diff. 0,001 0,00002 

pour y = 1 ,949 : » = 3,71250 

'«—»= 1,94754 
2 



lgM = 3,76496 
M = 0,00582 



Calcul de P. 



Formule (a) 1 4- N = 1,00015 

M =A<>0582 

p = 0,99433 
THEORfeME DE POISSON. 

53. Representons par pi ... p^ les probabilites d'un evenement E 
a /al"'...|x"'*' e;)reMt'e; parq|...qjt les probabilites de I'evenemeni 
contraire F a la l"...fx"' epreuve. Supposons qu'en |x=m-Hn 
epreuveSy E arrive m fois, F n fois; soient 

Pi H \-Pft qr, 4 h qfa 



(96) 

je dis : qu'il est a peu pres certain que dans ce tres-grand nombre ^ 
d'epreuves on aura approximativement 

m 

m n 

que ces egalites seront d'autant plus exactes que fx sera plus grand ^ 
et quelles subsistent rigoureusement pour 11=00 . 

Demonstration. La probabilite Uj que E arrive m fois , et F 
n fois en fx epreuves est le coefficient de u"*tf dans TexpressioD 

(n' 15) 

X = {piU -^ qtv) ... (py« -f- qf^v) = 2U.tt'"t?'*. 
Posons 

ce qui est permis puisque U, est independent dc u et de v; nous 
aurons : 

en faisant m — n = t. » 

Dcvcloppons Texpression de X, et cherclions Tintegrale de 
Xe"**'*^dx enlre les lilfnitesdbTr; nous aurons : 

/''\e-'''-'dx = li9^f''e-'''-'dx 4- U,/V<*-*^'^rfx-i- • •• 

-?r -T -r 

Mais on a : 
/ ^±mx y^i^j.^^j 0QS tixxdx ± 1/— 1 / sin mxrfx^ I -7- sin mx J 

— I — sinmx :t:1 — coswix I — — cosmx I >=— sin mir 3=0=0. 

Lm J_;r (Lm J;r Lw J_;r) ^l 

y^dx = 27r; 
done _ 




(»7 ) 
d'ou 

U,=— y^Xe-'-'^'dx (A) 

Determination de (A). 
Reprenons Texpression de X : 

= [(pi -*- 7i) cos X -*- 1/ — 1 (pi — yj) sin x] 

[(P« "♦* 7«) c<>^ ^  ^ — ^ (ps — ?s) sin x] ... 
[(P/* -♦- ?/t)cos a: -f- 1/^ (p^ —gf^) sin a:]. 

Posons 

iPi -^ 9i) cos x = Pi cos fi 
(P< — 9i) 8»" a: == p, sin e.- 

et rappelons-nous que p, -+.?,= J , nous aurons : 



(«) 



P? = cos* X -♦- (p,. — q^f sin* x = cos' x + [{J^i -♦- gj'— 4 p^,] sin' x 
= cos'x-i- sin'x--4pi5r,sin'x= i — 4jp^,&in'x. . . . (1) 

et 

Pi-*-?* 

Les forniules (i) et (2) delerminent p< el (p^. 

Ces valeurs subslituees dans Fexpression X donneront 



X = p, (cos yi-i-l/— 1 siny,)p,(cosfa-i-i^ — 1 sin yj)... 

Posons main tenant 

Pi Pt pz P/1 = Y 

fi -*- f« H — »-?/* = y 

nous aurons 



(6) 



(98) 
et, en subslituant cclle valeur dans Texpression (A) : 



^nj 



Y cos [y— (m— n)x]dxH — - — f\ sln[y-(m-w)x](ix. 






Or 



f Y sin [y - (m - n) x] d« =/" +/^ = -/-" +/'; 

— r _;r 00 

mais la formule (2) monlre que <p,. change de sjgne avee x ; il en 
esl done de m^me de y ==29., landis que Y ne change pas de 
signej on peut done ecrire : 

y*^ Y sin [y — (m - n) x] dx = Z*"^ Y sin [^y ^{m-' n)x] dx 
-^y*"^ Y sin [y — . (m — n) x] dx = ^f^ Y sin [y — (w — n) x] dx 
-*-y*'^Ysin[y— (m — n)x]dx = 0. 




Par sui(e 



U< = — / Ycos[y— (m — n)x]rfx=- / Ycos[y— (m — n)x\dx 



2 ^ 



= - y * Y cos [y — (m — «) x] rfx. 



*• 



1® Detetmination de Y. 
Nous avons pose 



Y= p, pj.». p^ =V/i— 4pigisin'xl/i — 4p,y, sin'x...l/i — i/j^yyasin'x. 

Chaque facteur etant < 1, Y lui-m^me est a plus forte raison 
< 1 9 et n'a de valeur sensible que si x esl tr^s-petit; si done 
nous negligeons les termes du quatrieme ordre^ nous aurons 

p, = 1/ 1 — ip.q^ sin*x = Vi — 4p.q'jX' = i —^Piq^ 
I. p, = 1. (1 — 2p,gr^«) == — 2p,9,x«; 
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et par suite : 

•1. Y = 2 1. /?, = — x^lptqt. 
Posons 

nous aurons 

1. Y = — xV*'; 

d'ou enfin, en faisant (xx* = «*, x = |~ ; 

Y = e-**'' (3) 

2® Determination de y. 
Nous avons pose : 

y = 2f< = fi -♦- fi 4- - -t- f |x ; 
et 

sin fi = ^ — ^ sin x = (p^ — g,) (a? — "^ ) [* — 2m,x«]-' 
= (p.- — 9.) (^ "" ^) (^ "*" ^M«^*) 



= iPi.— 9i) w ■*- (Pi — ?0 (^P*?* — ^) «'= «» 



d'ou 



= (P. — ?i) JP -^ (p. -?*) (2p*?< — -) a;' -^ - [(Pi — 9<)a: + • •]' 

= (P~90«-*- [(Pi— ?*)(2p«9. — g) + g(p.— 9.)']x*, 
ou bien , en rempla^ ant comme plus haut (p, — q,)^ par 1 — ip^^ : 

f. = (p. — 9<)a;+ (p* — 9.)[2p,(/< — - + -(i — 4p,9,)ja:' *^ 

4 

«= (p< — 9*) a? -^ g piqi {pi— qi) «'• 

Nous aurons par suite : 

4 

y=2ft== xUpt — ?,) + X »2 - p,gr, (p, — q^y 



(400) 

Or 

2pi =Pi -I- p, 4- •• -♦- P;a = A«P , 

^i = 9i ■*- 9« -* *" 9/* *= ^9- 

Si nous posons en outre 

nous aurons 

y = ^X (p — 9) 4- x'a<A , 



x» 



et, en rempla^ant x parp^jj^ 

y ==(p — ^) V/a«. « -4- M ^ , 

Cette valeur de y doit £tre substituee dans Texpression 
Uj = - f^ Y cos [y — (w — n) n] rfx. 

Si nous remplacons en outre x par p-, nous trouverons : 

hz^ z 

y — (m — w)x = (p — 9)l/f* • ^ -*- -7 (w — n) 



=^gz[/iL 



Ax' 



=[?-»-(7-9]^v/. 



en posant : 



m n m f tn\ / m\ in \ 



d'ou 






Si nous substituons les valeurs qui precedent, ainsi que celle 
de Y donnee par la formule (5) dans Texpression de U., et si 
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JT- .^ 



nous observons qu'^ la limite -^de x correspond celle jVJlde z, 
nous aurons : 



U<= - / e-**^cos j«V/^-^-— -— : 
= -Ar/^'V**'* cos [zV/jr(g + /ix'ldz 

= ~?^ /^ "'^ «-*•'• [cos (£ i/;;rj) . cos {z \/^hx^) 

— sin (z V/^flf) sin (z V/^Ax')] iz , 

0U9 en negligeant comme plus haut, les puissances de x a partir 
de la k"" : 

2 ••-KM 

U, = J * c-**'* [cos (z\/A«Sf) — sin {z\/(jLg) . z\/ithx*]dz 

nVfi 

>= -T-T"/* «"*"* cosCjzi/^) _-— sm(5z\/p) dz. 

^K /* L K /* J 

On suppose que pi et (/,• ne convergent ni vers z^ro ni vers 
I'unite, de sorte que fc*= -5^' n'est pas tres-pelil, quoique fx soil 
tr^s-grand. 

Si Ton prendz >l/ii, e-**'* aura une valeur insensible, et 
par suite on pourra poser ^ 



^Vfi 



Cela etant, nous pourrons ^tendre Ics limites de Tint^grale 
prec^dente de & 00 , ee qui donnera : 

2 /^* 2A 

U,= / e-**'*cosfjzl/]rrfz -p f'^e''''\^sm{gz]/jl)dz. 
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Delerminons les valeurs de ces deux integrales. 
Nous Savons gue 

e-*''* cos gzV^dz «= -;^ e" **^ 



2* 



D^rivant par rapport k g, nous aurons : 




c-**'*cos5f2l/fIrfz = 5f— jY-e **' 



4Jt' 



Derivant par rappor( k k : 




r-Vsinsz»/f*dz = ^(--H.5|-„Je -; 



d'ou Ton tire : 



/'-*"^^'°(»'^)<^=^"('-^) 






Substituant ces deux expressions dans celle de U., nous 
aurons : 



Posons 



e ^* 



nous aurons : 



U, =[-1- _ -Ji- (5 -28»)1 e-^ 



probabilite que E arrive tn = fip — ^ = pp — WV/jI fois , 
et que F arrive n==(*gH-^ = f*fl4- A6k fx fois. 




{ m ) 

Premiere reharqoe. Si G = 0, on a 






valeur maximum deV^ : 
probabilite que E arrive m = (ip fois, 
et que F arrive n = i^q fois; 

d'oii m : n = p : q. 

Druxi^me REMARQUE. Glierclions la probabilite que 

E arrive «w = /t«p dz kt l/]u fois, 
el que* 

F arrive n = iLqzt: kt \/]i fois. 

SoitO successivement egal a — ^ et ^ + f , f etant un multiple 
dei:^; on aura : 

U_,+ U,=r-4=:+Tn-^-(3-2t*) + = — i— (5-2<')le 



-!• 



2 

e'^': 



probabilit<^ que m sera Tun des deux nombres ftp dz kt v/JI , 
et que n » » » fxg±A^\/jr. 

Troisi^me REMARQUE. CherchoDs la probability que m et n sont 
compris entre les limites 

fip dbukl/fi et iiq d= t/fcl/fl. 
Posons 

<y = -^ t = t<^, «i == M. 

ifcl/p 

Uo = sera la probabilitd que m = iiip, w = f*g 

2 - 

U_5 -♦- Ue = 3:::^ c"^* » » m = f*p =f (JAtI/a*, 

8 
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U_,a -h Uj5= ---e-t*^>' sera la probabilitc que m = fj^f^ ^^kVf^^ 

Soil P la somme de ces termes : nous aurons, en rcmpla^ant 

f(J par t : 

P = — -m-H— =:2e-, 
kv (lit kv [LTi 5 

probability que m sera entre fxp — ttiV^f^ el ^p + wfcl/fx. 
Or 



^ 



mais coinme (J est ires-pelit, ct que 2 = 2 +* 2, on peut r^m- 



placer 2 par let Ton obtient 

. h-'^ =.%-•' -le-" (a') 

3 « 

Par la forinule sommatoire d'Eulcr, on a (n^ 51, p. 87) : 

1 . 1 



CO i y-»fl 



r-dt — |e-*— ^^Me— + 



\ /■"° 1 • 

o\/ 2 



Pour u = 0, on aura 



• 4 1-1 

4" 2 (^ 2 



et par suite la formule (a') devicndra : 

" 4-11 /^* 1 

-^' 2(^^ 2 (?,/ 2 



c-"*; 
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substituaiU cettt) valcur dans Fexprcssion de P, ct rcmplaeant 
— par $, on aura : 



P 



2 " Z'- 

V.J 



i 



QuATRi^ME REMARQUE. Gommc nous avons pose 

si p^et qt sont des constantes^ que nous designerons par p ciq, 
on aura 

A«=2p9, A = l/2p7, 

el la derniere formule coincide avec celle du theoreme de Eer- 
nouiili. 

Cette derniere formule exprime la probabilite P, que 

ftp — WAl/fx < w < A«p -♦- WAV//* 
et que 

Itq — Uk\/^ < « < f*? -*- WA\/f*^; 

ou bien, en rentplaQant d par sa valeur^, P sera la probabilite 

que 

ftp — / < m < fxp + / 

liq — I <^ n <, fxq -^ I 

ou bien, en posant - = X, P sera la probabilite que 

m 

n 



(^06) 

56. Une chose A est susceptible de toutes les valeurs possibles 

entre a eth; les probabilites de ces valeurs sont differentes entre 

elles pour la meme epreuve^ et different de plus d'une valeur a la 

suivante : apres fx epreuves, cherchen 1° /a probabilite P que la 

somme des valeurs de A sera une quuntite donnee S ; ^"^ la pf^o^ 

babilite n que cette somme sera comprise entre deux limites. 

Solution. Soil 

adz=:a et ^z^asb; 

les valeurs possibles de A seront 

adz, (a -♦- \)dz„ ndz, (]3 — i)dz, Iklz. 

4 

Soient maintenant respeclivement 

pn p'r'\ pi"> ... pf''\ vf' 

pi^pi«+^ p'i'^^.pf-'\pf\ 

etc., 

les probabilites de ces valeurs k la 1'*, 2% etc. epreuve. 
Si nous faisons S == mdz, et 

X = 2,p?U"''. InP^f^^'... InP^fie^ = IV J"^, 

a a a 

nous aurons P = U^^. 

U^ etant ind^pendant de t, nous pouvons faire t = e'*^f 
X etant fini , et si , de plus , nous posons ndz = z, nous aurons 

d'ou nous deduirons par le proc^d^ connu : 

P=U„ = — /'Xc-"^«»'=^d(xd;t) . ... (a) 



\ 
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La probabilite que ia somme S = mdz sera comprise eiUre 
deux limites i et i' sera done 

n<='~ y Xrf(xd2). £.e-"<""> "^^ .... (6) 

Transformons Texpression sommatoire qui precede ; nous pou- 
vons 1 ecrire ; 



= e-i'-'^-* 



^\xdz^n ^-l*<l«v'- 1 



I/— i 

2 sin - {xdz) 

Puisque x est flni , nous pouvons poser 

sin - {xdz\ «= - xdz ; ct e^i*^*^ = \ ; 

de sorte que la valeur precedente devient : 
<* _ l/IIi 

,- xdz ^ * 

. Si nous subslituons celte valeur dans la forntulc (6), en 

observant que 

e((a:c(z) dx 

xdz X ' 
eC qu'aux limites diT de xdz repondent celles 

d= -;-= d: 00 de X, 
dz 




s 
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ft si nous faisons i" = c -»- s, «^c — e, ccue formule deviendra 



— • 



1 /^» dx 
= - / X- 



c~"*'^^sin 6X : (c) 



probabilite que la somme S = mdz des valeurs de A, apres 
fA epreuves, sera comprise enlre les limites c -j- t^ c — e. 

Chcrchons Texpression de X. 

La probability p|"^ de la valeur ndz = j; de A, & la t^ epreuve 
est une fonetion de z ififiniment petite, atlendu que le nombre 
des valeurs possibles de A est infiniment grand; on peut done 
poser : 

el par suite 

1 pS-»C'^^= //;.(z)rfze«*^=^, 



et 



/f,(z)dz^\. 



On aura done 



X=/^(2)rf2C''^-^/V^z)rfze«•'-^../V.W^izc''''-' ^ (d) 



Or de ce que 



.* _* 



/ flz)dze' ''^ = / ft{z)dz cos xz + V/— i ffJiz) dz sin xz, (e) • 



el qu en pulre 



J%)dz^i, 



d'ou resullc egalement 



y fj^z) dz cos (xz) < 1 , y f^z) dz sin {xz) < i , 
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il s'ensuil que nous pourrons poser 

//;(«) dze"*'-' = p, cos f , -t- 1/=^ p.. sin f, = p,ef "^ ; (/) 

a 

de sorte que Texpression de X devient 

X = piPf'PfjL I COS Zifi -+- \/--i sin A f, j- 
Posons 

nous aurons 



X = Y (cos y -+- 1/— 1 sin y) == Ye'*"-* ; 
et substituant cette expression dans eelle de n : 



1 /" 



> __ flnr 

ye(y-«)''-«sinCT— (g) 

X 



— eo 



Mais des forniules (e) et (/) il est facile de deduire que p^ et 
par suite Y, ne change pas de signe avec x, tandis que (f^y et par 
suite y, change de signe. 

Ces formules donnent en e(Tet 

p* = I r fizdz cos zx I -+- 1 y^ fiZdz sin zx I 

et 

r fiZdz sin zx 
^9 fi = ' 



f ftzdz 



coszx 



II resulte de la que la formule (gf) peut^'ecrire : 
n = -j y "♦"/**(=="" / Y cos (y — ex) sin fx — . (A) 

Pour effectuer Tintegration, nous avons a determiner des 
valeurs approchees de Y el y. 
Calculous ces valeurs. 
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1« CalculdeY, 

II est manifeste d abord que p^ est < 1. Car 

* * \ 

p? = (y* /i («) d . cos zx)' -I- (y*fi (^) ^ • *'" ^j^)* 

  

* * * * 

. =y /; (z) d . cos zxJ^f,{z')d.cosz'x -hjfi{z)d.sinzxjf^z')d.%inz'x^^ 

a a • « 

=///; (^) f' (^') cos a; (z - 2') rfadx' <fff, (z) /; (2') dzdz' 



as • • 

* 



<ffdz)dz.<fr,{z')dz'<i. 

Ensuite, pour ac = , on a p,= 1 . 

De 1^ resulte que Y==pip3 ... p^ n'a de valeur sensible que 
quand x est tr^s-petit, et qu'on pcut en consequence ncgliger 
les puissances sup^rieures de a; & partir de la quatridme, et 



ecrire : 



cos zx = 1 ; sin jzx s=s zx ; 

2 6 



dou 



p. cosy,. =/fi W rf^ COS zx=/fi(z)dzl\ — j =/fi («) rf« 

» a m 

-jn{z)dz— = ! -^j-^f,{z)dz^ i --k:, 

m a 

en posant : 

a 

p, sin y, =^ //; (z) dz sin zx = //) (z)rfz ^xz j = x/z/; (z) rfz 

a a  



en posant : 
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De ia nous tirons : 

/^'cosV = <-x% et /.JsinV = a:'Af; 
et en ajotitant : 

p» = 1 _ (A; _ fc«) x« L 1 _ 2Aii', 
en posant 

*:-*? = 2A,. 

Prenons le logarithnie des deux membres : 

2 1, p, = 1. (I - 2 ftjx») = - 2ft^*; I. p.. = - *,i'; 
doii 







I.Y = 


= 1. 1. 

1 


Pi== — 


x'i*,. 

1 




Faisoos 








• 






4 

nous anrons 


1 


= iK-ft, 


d'ou 


»='-; 


4-. ••• -t- 


AjA 


et par suite 






Y = 




 





n=- / e-i**^ sin f» cos (y - ex) — . . . ()t) 



2"* Cafcw/ de ^, et de y. 
Nous avons 



f,(z) dz sin xz = x*. ^ k; ; 



d ou 

XKij-— •—■ If ,• 



«' 



6 / x» \ 

,n ,, = = \xk> -- k-;j (i + h,x*) 

I I '^A Ik *'— *^ %\ , /*i' *i*' '^^ . 
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Posons sin fi^v, d'ou 



— = / dj.Ii+— =v +— =sinj>i + -siii fi 

en posant 

Soient de plus 

t 1 

nous aurons 

/* H; ^ 

i i 1 

done 

y ^cx = (iik — c)x — fxjx' ; 
el 

cos (y — ex) = cos (m* — c)x cos fAjx' h- sin (fJc — c) x sin /ujx* 
= cos (fxfc — c)x + fAjfx' sin (f*A — c)x , 

en negligeant toujours les 'puissances de x a partir de la 4*". 
Substituant dans la derniere expression de U, nous aurons 

n = - / e"/**** sin ex — j cos (pi — c)x -4- /ccgfx^sin (pfc — c)x j ; (/) 

TT ,y X 



probabilite que S est eompris enlre c =i= s. 
Si nous posons c = ixky nous aurons : 

2 /*" dx 

n = - / e'K-'^'sinfX — : (m) 

Try X 



probabilite que la somme S dcs valeurs de A en p epreuves est 
comprise entre ^ik di e. 




Pour integrcr celte expression , posons 

f' = filix^; d^ = \/iihdx ; ex = — z=. ; 

nous aurons 

„ 2 /*- . . e^ d^ 

PartOHS de la formule connue 



(n) 



f 





c ? cos — ^:rdf=~K7re"4KA; 



multiplions parget integrons enlre les limites a = jj, nous 
aurons ; ^ 

_— # cos-— :3df = -l/7r / e-iTSt ; 

-— -zi / e-^ cos d^^-Vn I 



«■ da 



ou bien, en rempla^ant 

- par —sin — ^;_ 



/* da cosai, , c^ 
— zzz' pai* -sin : 



/" sin €^ 






Faisons ~j = fi; da^'i [/^A d/ : aux limites i^ de a repon- 
droni eelles |v^=" de /; et la formule precedenle deviendra : 



1/acA f l/2aA ^ ^ 

u 




^ 



^ 
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Siibslituant dans la formule (n), nous aurons : 

n==i— 4- /**«''**• (0) 

probabilile que dan$ un tres*grand nombre [jl d'epreuves la 
somme S des valeurs de A sera comprise entre 

a 

ou que la valeur moyenne - sera comprise entre 

, 2ttl/A 
k± =-• 



tmVh 



Si Ion donne a u une valeur peu considerable, le terme ^^ 
sera tris-petit; alors ~ diiferera peu de k; pour u = 3, on aura 
n = 1 — . 0,00002209f . 

Pour interpreter ce resultat, cherchons la signification de k. 

Nous avons pose : 

i M 4 »^ /** r' f '/^ W * 

* = -f *.=-2.y ^fMdz^J zdz' =fzdzf{z). 

a a 

Or 

2ifi{z)dz 
f{z)dz ou — 

est la probabilite moyenne des valeurs de jz a chaque epreuve. 

II en resulte que k est la somme de toutes les valeurs possibles 
de A, multipli^es par leur probabilite moyenne. 

Or le r^sultal precedent dit que, si Ton prend - pour la 
valeur de k, Ferreur a craindre, en plus ou en moins, sera 

2ttl/A 



> 



u etant peu considerable; on pent done enoncer cc theoreme 



{i15)" 

Soil k la samme de tous les produits obienus en multipliant 
chacune des valeurs possibles d'une chose A par sa probabilite 
moyenne; je dis : 4^ que dans un tres-grand nombre fx d'epreuves 
il y aura toujours une probabilite tres-approchee de la certitude 
que la valevr moyenne - de A differ era tres-peu dek; 2^ que la 
difference - — k diminue indefiniment a mesure que (i augmente, 
el qu'elle serait tout a fail nulle si ce nombre devenait infini. 

Remarque. La valeur de ^ approehe indefiniment de Tab- 
scisse Z| du centre de gravity de Taire de la courbe 

y = -lfi{z)y 

limit^e entre les abscisses a et 6. 
Car on a 

faz)dz^i; 

« 

et par suite 

m 

Pour Tabscisse du centre de gravite, on a I'expression 

z,="— , z,= -2u / zf,{z)dz = -Ik=k, cqfd. 
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CHAPITRE III. 



ESP^RANCE MATH£MATIQUE. 



57. DEFINITION. L'esperance malhematique est le produit du 
gain attendu par la probabilite de le realiser. On Pappelle aussi 
le sort ou I'avaniage du joueur. 

Si p, Pi .../}{ designent les probabilites respectives dcs gains 
Qf 9i — 9i 9 99 9i •- 9< '^s probabilites respectives des pertes 
kyki ... Ati : rexp^rience mathematique sera : 

E = pj + •• H- piSf, — (qk -h •• -4- 9<ft,). 

Si les gains (/,... ^i ne doivent ^tre pay^s qu'apr^s 

n, ... 97| anneesy ces gains devront etre esconiptc^s 
pour etre eonvertis en valeurs actuelles. 

En represenlant par r le taux annuel de rinter^t pour 1, par 
y, ... y, les valeurs aeluelles de </, ... y., nous aurons 

9 9i 



(iH-r)- '•••"' (i + r)-i' 
el la valeur actuelle de Tesperance mathematique sera : 

qp QfPi 

Si une personne A se charge de payer a une personne B aprds 
n... n, annees, les sonimes g ...g^ qui dependent d'evenemenls 
dont les probabilites sont p ...pty 11 faudra que B paj'e aujour- 
d'hui a A 

' (i -4- r)- (^ -h rfi 

si E est positif ; et qu*il refoive de A oelte somme si E est n^gatif. 
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58. THtoRi^HE. Soit g un gain certain, a esperer pour les per- 
sonnes A , B, C ...; p, q , r ... leurs probabilites de le gagner; de 
sorte que p-Kq-f-r-f-- = l; supposons que ces personnes 
conviennent de se partager le gain g avant q^ie le sort ait decide : 
je dis que le partage devra se fair-e proportionnellement a p, q, r .., 
en sorte que la part de A sera pg ; celle de B, qg ; celle de C, rg, etc. 

Demonstration. Supposons que sur un nombre total m de 
chances 9 pouvant egalement amener le gain g, a chances soient 
favorables & A, 6 chances a B, c chances k C, etc.; il est clair 
que la part de chaque personne doit ^tre proportion nelle au 
nombre des chances qui lui sont favorables; de sorte qu en ap- 
pelant X, y, z ... les parts respectives de A, B, G ..., on a : 

ag 
x:g = a:in d'ou x = -^ 

y.g^bim y = -J 

z : q = c : m z s=-^ 



I * 



Or^, — , ^ sont les probabilites respectives que A, B, C ... 
gagneronl ; le theor^ine est done demon tre. 

1'' COROLLAIRE. 

(a -♦- 6 4- c -4- — \ 
j ==Sf(p-*-9 + r4- -.) = g. 

2'"*' COROLLAIRE. La r^glc precedente sert aussi k determiner 
la mise de chaque joueur, qui doit 6tre proportionnelle a la pro- 
babilite qu'il a de gagner la partie. 

S""** COROLLAIRE. Soicut p^ 9; a, (3 Ics probabilitcs de gagner 

el les mises respectives de A et de B ; eip -^ q= I; on devra 

avoir : 

p:q = a:p, pp = 9a [i) 

Done : dans un pari equitable, les esperances mathematiques 
des deux joueurs doivent etre egales. 
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ExEMPLE. Soil p la probabilild qu'une maison briilera; y sa 
valcur; x la prime k payer a Tassureur; on devra avoir 

Mais comme la prime est payee d'avance, ct perdue quoiqu'il 
arrive, pour que le jeu fut equitable, il faudrait que 

pp = x{\ — p) -^ X : 

telle serait la maniere de fixer les primes , abstraction fai(e des 
inter^ts et des frais de la compagnie d'assurances. 

59. PREMfER PROBL^ME. L'amvee d'un evenement procure k 
benefice v\ sa nofi-arrivee cause la perte fx; une personne A attend 
Varrivee d'un nombre s d'evenements semblables, tous indepen- 
dants les uns des autres, et egalement probables : quel est son 
avantage? 

Solution. Designons par q la probabilite de Tarrivee de chaque 
evenement; par p = 1 — q la probability de son eontraire. 

Posons 

la probabilite que sur un nombre total de fois s il arrive t des 
^v^nements attendus sera 

Dans ce cas, le b^n^fice de A sera tV; sa perte sera (s — t)p; 
posons tV — (s — t) /x = I (v -+ (x) — ^ «fji = A, ; 

IIjAj sera Tavantage de A correspondant a Tarrivee de i des 
evenements attendus, sur un nombre total s de fois. 

L'avantage de A correspondant a Tarrivee d'un seul des ev^ 
nements est done n|A| 

I/avantage de A correspondant k Farriv^e de deux 
des evenements n^Aj^ 

etc. 

L*avantage de A correspondant k Tarriv^e de s des 
evenements n«A« ; 



s 
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et comme tous ces evenements sont ind^pendants entre eux, et 
que, sur un nombre s de fois, revenement attendii peul arriver 
0, 1, 2 ... s fois, Tavantage cherchd N sera 

N = Sn, A, - S /^ ,'(1 - ^r [*'{- ^ ^) - «P] 

s! 
= —»/*[* —9 -*- 9? -«-(>' -^f») S77T; :^»Y(* — 9)"' • 

Pour determiner cette derni^re somme , partons de Tidentili 
nous pourrons ecrire en consequence : 

Nous aurons done 

N = — «|x -f- (y + p) «</ = 5 j 9^ -♦- q^A* — ^ j 8= s j ^v — (i — 9)fii j . 

L'avantage cherehe est done proportionnel a s, ou au nombre 
des evenements attendus. 

Remarque. Pour gv = (1 — g) |x, on a N = 0. 

» gv < (1 — 9)fx, » N < 0, c*est-a-dire 
un desavantage. 

60. Decxii^me probleme. Le$ menies choses etant posees que 
dans le probleme precedent, chercher la probabilite que le benefice 
reel de A (c'esl-a-dire le benefice diminue de la perte) est co^n- 
pris entre deux limitesy s etant un grand nombre. 

Solution. Nous avons trouve, pour la probabilite que i evene- 
ments arrivent, ou que le benefice reel est A, (n** 20). 

9 



( ^20 ) 

Si nous faisons i = qsy Texpression precedente sera le plus 
grand lerme du ddveloppemenl de (1 — 9-H9)', que nous repre- 
senterons par Mi; et, par le theoreme de Bernouilli, nous trou- 
verons : 

i^i \/kJ [/^snq(i^q) \ V^q (4 — q)] 



pour la probability que le nombr^ des evenements qui arrivent 
est compris entre t =b /, ou que le beneflce eventuel est compris 
entre A,^, et A,._,. 

Or on sail, par le probl^me precedent, que si t evenements 
arrivent, le b^n^fiee r6el de A est 

faisant i = qs^ nous aurons : 

A.=«[?v~(l— 9)fx]; 

changeant t en qs — ly puis en gx + /, nous aurons de meme : 

A,_/ = B [qv — (i — 9) f*] — liy-^ ft), 
4+« = « [?•-'— (i — 9) f*] + ^(^^ •*- 1*); 

et la formule (a) nous donnera la probability que le benefice est 
compris entre ces deux limites. - 
Nous simplifierons un peu cette formule en posant 

rl/7 
l = r\/s; d'oii y = 



V/29(i-9) 

expression que*nous pouvons 6galement mettre h la place de t; 
nous aurons ainsi : 



\/^2nq(\^q)J . 



V/2s7rqr(4 — 9) 
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probability, que le benefice reel de A est eompris entre 

«[qfv— (1 —qr)p]db r 1/5(^4- a) .... (2) 

Le dernier termede la formule (1) pent se negliger. 

Premiere REMARQUE. Lorsque qv> (1 — q)ii, le benefice reel 
augmente avec s. 

DEUxiiME REMARQUE. Lorsquc s augmentc, le premier terme de 
la formule (2) varie conime «, le second comme [/s; Tintervalle 
des limites augmente done sans cesse, et il devient de plus en 
plus probable que le benefice tombe entre ces limites. 

Si s est infiniy le benefice est aussi iofini ou certain. 

Done, quand s est tres-grand, il est presque certain que le 
b^n^fice difl^^rera ires-peu de s[qv — (1 — 9)1^] . 

61. Troisi^me PROBLi^ME. Lcs memes choses etant posies quedans 
leprobleme precedent^ supposons que les probabilites des s evene- 
ments soient differ entes, ainsi que les benefices et les pertes qui 
y sont attaches : chercher la probabilite que le benefice reel sera 
eompris entre deux limites , s etant suppose tres-grand. 

Solution. Pour simplifier les calculs, on pent faire abstraction 
des pertes fx, ea usees par la non-arrivee de chaque ^venement; 
ear on pent comprendre dans le benefice que procure larrivee 
de chaque ev^nement la perte qu'occasionnerait sa non-arrivee , 
et retrancher de lavantage total ainsi obtenu la somme de ces 
penes. 

On a en effet, en se conformant aux notations prec^dentes : 

. 2 i qiVi — (i — qi) Hi \ - ^i (vi -4- f*.) — 2a«, . 

Soient maintenant 

9, ... 9, les probabilites respectives des s evcncmenfs; 

Pi ...p, celles de leurs contraires; 

Vi .. V. les benefices que procure leur arriv^e; 

fAi ... fjt, les pertes que cause leur non-arriv6e. 
Posons 

X = (pi + 9,1*^) {pt -4- 9iu"*) ... {p, ■+■ q,u'') = lU^tt-, 



^ 
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et designons par P la probabilite que la somme des benefices 
sera m, nous aurons 

Changeons m en L + /, et w"* en e^"*^^, etc., ee qui est 
permis, puisque U„ est independant des v; Texpression X de- 
viendra : 

= Uo -^ - + UL+,e(^H)«v=n^ 
multiplions par e^^+')"»^^*(fo), el integrons entre les limites zhn : 

f Xe~ (»•+') « *^* d« = Ul+i = 2;rP , 



d'ou 






Mais nous avons 



d'ou 
l.X = i I. [l — ^, (1 - 6'."*'=')] , 

= iU.v.u l/^ — ^ v,Y(l — 9.) V' 

el par suite 

Si nous faisons L = lqyi , le premier terme du second membre 
disparaitra, el nous aurons 

t 

s etanl tres-grand, il en sera de m6me de 27,p,v?, qui est de 
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Tordre de s, ct Ton pourra negliger dans Fcxposant les puissances 
de « superieures a la S"**; alors : 





On pourra, pour la mSnae raison, etcndrc les limites a =b oo, de 
sorte que 



—00 



P = ^ /d«e V " .'•■;: . . ; . (6) 



probabilite que Ja somme des benefices sera / -h Sg^v.. 

Pour integrer I'expression (6), il faut convertir Texposanl en 
un earre. Si nous faisons 

2^(4^4^; = a, 
nous pourrons eerire 



— 00 

— 80 



— OB 

> fa 



= — = / e-'*d« = 



\/2 



Tra 



— » 



ou bien, en remplacant a par sa valeur : 



P= ^ — e »|viV: (c) 



probability que le benefice est £9,^^ + /■ 
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Pour avoir la probabilite que le benefice est compris entr^ 
29,y<db I, il suilira do multiplier par dl et d'integrer entre les 
limites d: /; on aura ainsi : 



-I 



Celtc formuje sc simplifiera si Ton pose 

/ = r K2 i 9.p,v,», dZ = rfr 1^2 2 q,p^v,^ ; 
elle dcvient alors : 

2 ^r 

n = — - / dre-"*, 
probabilite que le benciic^ est compris entro 

L =fc f = i^..v< =fc r K 22 9,/),i/.« . 

Mais, d'apres la maniere de tenir compte des pertes, que nous 

avons expos^e au commencement de la solution , nous avons ft 

changer dans L, Vi en v^ + ft^y et a retrancher 2fXj; de sorte que 

« 

n^f'e-'^dr (c) 



sera la probabilite que le benefice reel est entre 



i [qi {^i -^ f^i)] -i(^i±rV^ 2q,piV^ , 



ou entre 



2 (?.»'« —P*Pi)=*='' 1^22 9<p,v,« (p) 



De \k resulte : 

1® Que si qiVi > p.fx,, ou si Tesperance mathematique qtv^ — jo^fx, 
de chaque evenement est > 0, il y aura toujours un benefice 
reel; 



r\ 
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^'^ Que le premier terme etant de Fordre s et le second de 
Fordre [/s^ le benefice r^el s'aecroit sans cesse avec Sy en meme 
temps que 11 s'approche de 1. Ce benefice devient infiniment 
grand, et certain, dans le eas d'un nombre infini d'ev^nements; 
car les limiles s'^tendant de plus en plus, il devient de plus en 
plus probable que le benefice tombe entre ces limites. 

Dans ce qui precede, nous avons determine la probability du 
benefice reel resultant d'un certain nombre d'^venements sim- 
ples; nous aliens main tenant determiner la probabilite du bene- 
fice qui r^sulte de la repetition d'un 6v6nement consistant en 
diverses chances qui produisent des gains ou des perles. 

62. QuATRiiME PROBLjfcHE. Uue umc renferme des boules de 
diverses couleurs (1), (2], etc; unepersonne A tire une boule et la 
remet dans Vume apres le tirage; son benefice est v^ si la boule 
qui sort est de la couleur (1); ^t ^t elle est de la couleur (2), etc. 
Supposons un nombre tres-grand t de tirages; et cherchons la pro- 
babilite que le benefice deA sera a = tjun- /. 
. Solution. Soient pi,p«, .. les probabilites du tirage d'une 
boule (1), (2).. , ces probabilites etant assujeties k la condition 

Les benefices de A correspondants k ces tirages seront 

Pi^i benefice eventuel pour une boule (1), 
PiVi » » (2), etc. 

Posons . \ 

X = (p,ti''« H- p,M** H- ..y= lU^u^ ; 

Uj sera la probability que le benefice de A est a. 
Comme ce lernie est independant de u, nous pourrons faire 



d'oii 
d'ou 
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Si nous changeons a en //x + /, nous aurons : 

cn posant 

d» 1 ^ 

ou 

-♦- p,' ( i -4- «y, V— i -1 -i- ... j -I- ... I 

= — <p»K— 4 -*. < 1. 4 -4- (p,V4 -t- p,v, -♦- -.) «|/-- 1 






»»« 



= «« I/— 4 (piV, H- p,vj H f*) — "T ['Pl^' "^ P«*'» -^ • •) 

Faisons |ui =piV4 -4- p»i/, h — , et 

 

ce qui est permis , cette quantite etant essentiellement positive ; 
elle est, en efTet, egale ^ 

{VkA -*- vA + •••) (pi ■+- Pj H- •••) — (pM -«- pM + - -4- Spipj^i^j -♦- •••) 

Faisant CCS substitutions dans Texpression 1. A, elle deviendra : 

1. A « — «W; A = «-"•«•, 
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en negligeant les termes en eo^ .... , a cause de la valeur tres- 
grande que nous supposons k L La formule U^ deviendra done, 
en eteudanty pour la m^me raison, les limites ^ di oo : 



"'=4/ 

""i^ * 



J^^- (<*•«■ + to V—) 



d-«e-""[("-^)"-(®"] 






ou bien, en posant r = kvt (w -h '^|7 ) 5 ^^ = 



rfr 



2nki7t 



U^=— A— e w./'e-^'dr 



1 2_ 



2ifcl/7rf 



(a) 



probabilite que le benefice de A est o" = fxf h- /. 

Cherchons la probabilite que ce beneGce est compris entre 

Pour cela. il faut faire varier, dans (a), / depuis — / jusqu'^ /, 
et prendre la somme de toutes les valeurs ainsi obtenues, ce qui 
revient a multiplier Texpression (a) par dl et a integrer entre 
les limites di /; on aura amsi 



P = =. / e ♦<*«d/ = — -— / e *^dl: 



probabilite que le benefice de A est compris entre 

fitdzl ou t(piV| -♦- pjVf H — )±/. 

Cette formule se simplifiera en posant 



2*|/« 



= r, dl = ^k\/tdr', 
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elle dcviendra 

2 ^ 

probabilite que le benefice de A est compris entre 

Comme les limites s'etendent de plus en plus h mesure que I 
augmcnte, il devicndrn de plus en plus probable que le benefice 
tombera entre les limites; et le benefice deviendra infiniment 
grand, el certain, si le nombre des tirages devient infini. 



JEUX DE HASARD. 

63. Dans les jeux de hasard, on nom.me avantage ou sort 
d\in joueur son esperance math^niatique. La theoric des jeux de 
hasard consiste k determiner cet avantage dans chaque cas par- 
ticulier. 

Pour faire voir comment s*effectue oette determination, pre- 
nons pour exemple le jeu de Pharaon. 

K^Sles dn Jen* 

1® Le banquier taille avec un jeu de cinquante-deux cartes; 

2" II tire toutes les cartes de suite, en mettant les unes h sa 
droite, les autres a sa gauche; chaque couple de cartes se nomme 
une taille ou une main ; 

3® A chaque main, le ponte a la liberte de prendre une ou 
plusieurs cartes, et de hasarder dessus une certaine somme; 

4® Le banquier gagne la mise du ponte , lorsque la carte de 
celui-ci arrive a la main droite, ou en rang impair; 

5"* Le banquier perd la mise du ponte, lorsque la carte de 
celui-ci arrive k la main gauche, ou en rang pair; 

6" Le banquier prend la moitie de ce que le poqte a mis sur 
une carte, lorsque, dans une m^me taille, cette carte arrive deux 
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fois (par exemple, deux as) , ce qui fait une partie de Tavantage 
du banquicr; 

7** La derni^re carte, qui devrait £tre pour le ponte, ne compte 
pas, ee qui est encore un avantage pour le banquier; car^comme 
l*avant-derniere carte est de rang impair, le banquier gagncra la 
mise, si m6me la dernidre ou Tavant-derniere carte est celle du 
ponte. 

II s'agit de determiner Tavantage du banquier dans ce jeu. 

Un premier avantage consiste en ce que le ponte perd la moitie 
de sa mise, quand sa carte vient deux fois dans une (aille; nous 
avons done k resoudre le probl^me suivant : 

Premier problehe. Le banquier tient en main p cartes, parmi 
lesquelles celles du ponte qui ne sont pas encore sorties, au nombre 
de q; Irouver la probabilite P que deux des cartes du ponte arri- 
vent dans la 1'% la 2"% ... ou la r"" taille. 

Solution. Soient Q|, Q^, ... Q^ les probabilites que les cartes 
du ponte arrivent deux fois dans la 1", la 2"*% ...la r"* taille; 
on aura 

P = Qi-hQ, + •• -^g,. 

Determinons Q| ... Q^. 
l"" Determination de Q| : 

La probabilite que la premiere carte tir^e sera celle du ponte ' 
esl^; 

La probability contraire 



La probability que la deuxieme carte tiree sera aussi celle du 
ponle est^^; 

Par suite, la probabilite que les deux cartes du ponte sortent 
ensemble dans la premiere taille sera 

r. 1 9 — ^ 

tti = 7 • 

pp — i 
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2** Determination de Q^ : 

La probability que, les cartes du pontc ne sortant pas dans la 
premiere taille, elles sortent toutes deux dans la seconde, sera 



p — 2 p — 5 

Mais la probabilite qiraucune des cartes du ponte ne sortc 
dans la premiere taille est 



I »/ I » — 1/ 



p — qp'-q — i 
pi \ p — 1/ p p — i 



nous aurons, par suite, pour la probabilite des deux evenements 
simultanes (la non-sortie dans la premiere taille, el la sortie des 
deux cartes dans la deuxieme taille) 

?(? — <) {p — q){p — q — i) 

{p-2){p-3)' p{p-i) 

3** Determination de Q5 : 

La probabilite que, les deux cartes du ponte n etant pas sorties 
dans les deux premieres tailles, elles sortent dans la ti'oisieme est 



(p-4)(p-5) 



La probabilite qu'aucune carte du ponte ne sort dans la pre- 
miere taille est 

\ ""pi \ ""p— 4/' 

La probabilite qu aucune carte du ponte ne sort, ni dans la 
premiere ni dans la deuxieme taille /est 

\ "p/ V ~"p — 1/ \ ""p — 2/ V "" p — 3/ * 
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Ca probabilile cherchee Qj sera done 



(p-4)(/»-»)\ p/\ p-l/\ p-2/\ p-zl 
i' On troiiverait absolument dc la meme maniere : 

(p-6)(p-7)\ p/\ p— 1/\ p-a/ \ p-5/' 
et enfin : 

Q, '±Z^ (,_9)(,_^)...(, i_).(A) 

(p— 2rH-2)(p—2r-<-i)\ p/ \ p~i/ \ p-2r+5/ ' ' 

Reduisant au meme d^nominateur et ajoutant, on troiive 

(p — 2)-(p — 2r-i- 1) 

II s'agit de determiner le dernier terme de la somme entre 
parentheses. Si I'on change r en r h- 1 , on obtient, pour le 
(r -+- 1)°*" terme, 



(p-^)...(p-2r-i) 



(ft) 



Les cartes du banquier, c'est-i-dire celles que le ponte n'a pas 
prises, sont au nombre de (p ^ — q). 

La partie cessera quand les cartes restantes apres r tailles 
seront les q cartes du ponte, si q est pair, ou bien quand les 
cartes restantes seront les q cartes du ponte plus une carte du 
banquier, si q est impair. 

Gar, a la taille suivante, les deux cartes du ponte sortiront, si 
q est pair, ce qui fera gagner le banquier; tandis que, si q est 
impair, il sortira deux cartes du ponte, ou une carte du ponte et 
une du banquier, ce qui fera gagner Tun ou Fautre. 
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Le dernier terme de la formule (a) r^pond done k tine valeur 
de Ty telle qu'i la r^ taille les cartes restantes soient au nombre 
de q, si q est pair, ou au nombre de 9 •+- 1 , si 9 est impair. 

Supposons d'abord q pair : pour qu'il reste q cartes apr&s la 
(r — !)■*• taille^ il faut qu'on ait tiri p — g=2(r — I) cartes ; 
d'ou 

'-—r- • • (^> 

Supposons q impair : pour qu'ii reste 9 + 1 cartes apres la 
(r — i)™ taille, il faut qu'on ait tiri p — q — 1 = 2(r — i) cartes ; 
d'oii 

^^p_^ ^ (^ 

Dans Tune ou Tautre de ces hypotheses, le terme (6) devient : 

(p-g)...XOX-i 

(p-2)...(9-2) ^' 

ou 

Si done 9 > 2 9 (e) et (/) seront nuls ; et la somme de la for- 
mule (a) devra itre continuee jusqu*^ ce qu'elle s arr^te d elle- 
mdme. 

Si 9 =3 3, la formi|le (c) donne 

2 '^ 

dans ce cas toutes les cartes sont tirees k la r"** taiHe, et le reste 
sera impossible; aussi (e) devienl-il -. 
Si 9 = 1 y la formule (dy donne 



r =! 



p — 7-1-4 

2 



= 1-, 2r=:p; 
2 '^ 



le reste sera encore impossible*; aussi (f) devient-ii •^. 
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La somme (a) doit done Stre coniinu^ jusqu'ji ce qu*on 
trouve 0, ou-J. 

Deuxii^he probl^bie. Determiner l^esperdnce mathematique du 
banquier qtuind q e</ > 2. 

Solution. Si 9 > 2 , le nombre de cartes au commencement 
de la r** taill^ ^tant g ou g h- 1 , la r** taille n'^puisera pas loiites 
les cartes ; il est done inutile de prendre en consideration la der- 
ni^re r^gle du jeu, pour en tenir compte dans la recherche de 
Tesp^rance mathematique du banquier. 

Si a est la mise du ponte, le gain k esperer par le banquier 
sera ^a, et son esperance mathematique sera done : 

et la s^rie s'arr^tera d'elle-mime. 

Troisi^me probl^me. Determiner Vesperance mathematique du 
banquier quand r = 3. 

Solution. Si dans la formule (g) on pose q='i9 tons les 
termes de la parenth^se seront egaux k Funit^, et leur nombre 
sera celui des termes' de la progression 1, 3, 5, ... ;> — i, nombre 
qui est|; on a done 

Maisy dans ce cas^ Tesp^rance mathematique du banquier est 
plus grande que cette valeur (A:) ; car pour 9 = 2, on a r :«=•£ , 
2r=p; il ne reste done plus de cartes apr^s la r^ taille, et, 
d'apres la derniere regie du jeu, le banquier gagnera surement k 
la r"^ taille. Si les deux cartes du ponte sont dans cette taille, ie 
banquier gagnera a et non^a; or, la probability qu'il en sera 
ainsi est, d'apr^s la formule (A), dans laquelle on doit faire 
r = |et9 = 2: 

2.i (p-^2)...4 2.i 

2.ip(p — i)...5'*p(p — i) 
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Tesperance qu a le banquier de gagner a est done 

p(p—i) 

et eomme la moitie de eette valeur est d^jk comprise dans la va- 
leiir (k), Tesperance malhematique du banquier sera 



"'-I «-« (si^b) - w=t) -dii^- '") 



2 
^ 



QuATRiEME PRODLigME. Determiner Vesperance malhematique du 
banquier qiuind q = 1 . . 

Solution. Dans ce cas, Fesperance du banquier depend de la 
probability que la carte unique du ponte sortira la premiere dans 
la derniere taille. Or, eomme chacune des p cartes pent sortir la 
premiere dans cette taille, la probabilite cherchee sera —-. 

Mais si la carte du ponte sort, le banquier gagne la misc a; 
son esp^rance mathematique sera done 

a 
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CHAPITRE IV. 



ESPgRANCE MORALE. 



64. Soit V la fortune niaterielle d'un individu, g un gain ma- 
teriel, et G la valeur morale de y, on a entre ces deux valeurs 
une relation de la forme 

G = mi .  . 0) 

m etant une eonstante qui depend du temps, du lieu, etc. 

On admet que les fortunes varient par degr^s insensibles, de 
sorte qu'i Taccroissement de fortune materielle dx correspond 
un aecroissement dG de fortune morale, qui sera donne, en vertu 

de la relation (1), par 

dx 
dG = m— ; (2) 

X 

si le capital materiel x croit de x^=v a a(;=V, la fortune morale 
correspondante a cet aecroissement sera 



G= / = ml- 

J X V 



(3) 



II r^suke de cette formule : 

!• Que G croit avec V; 

^ Que G augmente quand t; diminue ; 

3" Que G = quand V= v; 

4* Que G est negatif quand V est < v. 

II est a remarquer que V et t? ne sont jamais nuls, ni, a plus 
forte raison, negatifs, vu que personne n'est jamais absolument 
sans fortune physique; car celui qui n*a rien poss^de au moins 

iO 
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son existence, qu'il n'eehangerait pas contre une somme qu'il 
estimerait 6tre inferieure h la valeur de cette exislence. II n*y a 
que celui qui meurt actuellement de faim, dit Bernouilli, dont 
on puisse dire qu'il ne poss^de absolument rien. 

Soit V la fortune mat^rielle d'un individu ; 9i , 93 , ... des gains 
materiels a esp6rer ; 7>i , jPs , ... les probabilites de ces gains ; G la 
valeur relative de sa fortune morale en vertu de son expeetative ; 
on aura 

Gsspiinl. ^-^pifnh ^-4- (4) 

V V 

Mais si V est la fortune physique correspondante k cette fortune 

morale, on a aussi 

V 
G==:fnl. — ; 

V 

et, en ^galant les deux valeurs de G : 





1. »,1. ^-4-0,1. ^ -♦- •.. 


d'ou 






V (« + giY' (v H- J,)'* ... 




f) ^Pi+Pf^'" 


et comme 




il en resulte 


Pi -^P«-t- -^i. 




V — (v + ffi)'' (v -«- »,)'• 



... (5) 

Si Ton retranche la fortune primitive de cette valeur V, la 

diflKrence 

V — V = (t? -♦- piY^ {v H- p,)»« V. . . . (6) 

sera Taccroissement de fortune materielle qui procurerait i Findi- 
vidu le meme avantage moral que celui qui resulte pour lui de 
son expeetative : ce sera son esperance morale, tandis que son 
esperance mathematique a pour expression 

E=pigfi-4^p^, -4- • • 

Si les gains 91 » 9^9 *... sont tres-faibles par rapport k v, Tespe- 




] 
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ranee morale diffiirera peu de Fesperanee matbematique; on a 
en effet 



V==v^»+'*"*- 



(-f (-?)'■■■• 



=-(-^i(-^)- 



en negligeant les puissances superieures des rapports ^ ; done 



V — v = p,sf, -4- p^8 -H ••• -F pip. 



V 



valeur qui differe peu de E. 



65. I. Vimportance d'une somme g, amsideree comme gain, 
est moindre que Vimportance de cette somme amsideree comme 
perte. 

DEMONSTRATION. SI g est un gain, la fortune iniliale t; aura pour 
valeur morale 

G = w l / "^ ^ =» m [1. (« ^- jf) — 1. 1;] ; 

tandis que si g est une pertc, la valeur morale de la fortune ini- 
tiale sera 

G'= m 1. ^^^^ = m [1. (v — s) — 1. v]. 

Or de ce que 

(u -f- jf) (tJ — Sf)< v\ 
il s'ensuit 

1. (t? -f- 5) — 1. V < I. V — 1. (v — jf) ; 

done, en valeur absoiue, on a 

G<G'. 

II. Le jeu ou le pari le plus equitable est toujours desavan- 

tageux. 
Demonstration. Soil v la fortune de A avant le jeu; p la pro- 
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babilite qu*il gagnera; s sa mise; x la mise de B; 9= 1 — p la 

probabilite quil gagnera; pour que le jeu soit Equitable, il faut 

qu on ait 

4— p 

P 

Si A gagne, sa fortune aprSs le jeu sera t; -b ^^ «; et la pro- 
babilite quil en sera ainsi est p. 

Si A perdy sa fortune apres le jeu sera t; — 5; et la probabilite 
qu'il en sera ainsi est 1 — p. 

La fortune materielle V de A, en vertu de son expeetative, ser^ : 

il s'agit de demontrer que V sera < u; ou que 

/ ^ — P V 

pour cela, transformons sueeessivement eette inegaliie dans les 
suivantes : 



•'(-^^r--(-r<'> 



— p 



(-^-:)'(-r«- 



p 
— p 







p 

i —v ds d$\ 

(i-p)- 

p V 17 



\ -4. 



1 — p S 



p V 



i — 



8 
V 



<0; 



i^-^P)^ 



i 



V H -4- 



i — p « 

p V 



i ^ 

V 
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incgalite qui est en effet satisfaite^ puisque 

i — p 8' . 8 

p V V 

in. Determiner la valeur de la mi8ej pour que le desavantage 
8oit ifi8en8ible, eu egard a la fortune v dujoueur. 
Nous avons trouve 



= lv-\ ^ s j (v ■— «)*-"; 



s est I'lnconuue; comme sa valeur doit £tre faible, negligeons ses 
puissances superieures a la deuxieme, nous aurons 

en faisant *-^«* egal a une tres- petite partie de v^ le desavan- 
tage'sera insensible. Posons en consequence 



et nous trouverons 

8 



^pv 


V 

n 


..%/ 2P 



La fortune du joueur, en vertu de son expectative, sera 



V 

V = t; , 

n 



et ne sera pas notablement changee, puisque n est tres-grand. . 
IV. Qtielle doit elre la probabilite de gagner pour qu'unjoueur 
puisse risquer 8a fortune v moins une partie insemible ^? 
' La fortune du joueur, en vertu de son expectative, sera 

n \ n/ 

D'autre part, nous avons trouve pour V Texpression 
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dans laquelle nous avons h changer la mise s envll — ^) » ce 
qui donne 

v=.[..l^^(._i)J(l)- 

^galant entre elles les deux valeurs de V, nous obtiendrons 
Tequation 

d'oii nous pouvons deduire la valeur cherch^e de p. 

V. Demontrer qu^il est avantageux de ne pas exposer toute sa 
fortune a un meme danger y et qu'il convient de la repartir, au 
contraire, sur plusieurs dangers independants les uns des autres. 

Supposons qu un negociant dont la fortune est v attende une 
cargaison d'une valeur s, exposee sur un seul navire, et que Ton 
saehe par Tobservation que Tarrivee au port d'un b^timent sem- 
blable a une probability p. 

La fortune morale du negociant, en vertu de son expectative, 
sera 

d-oii ^ 

ds 



l.V = pl.(t?-i-«) = p /*- 



(«) 



s 



Supposons que le negociant expose la valeur s par parties 
ogales sur rvaisseaux; si tous arrivent, sa fortune deviendra 
t) -h «, et la probabilite de celte arrivee estp'; si r — ^ vaisseaux 
arrivent, sa fortune sera v •+■ ^''"^*^* , et la probabilite de cetle 
arrivee est rp ^^ ; si r — 2 vaisseaux arrivent, sa fortune sera 
V H- ^*'"^*^* , et la probabilite de cetle arrivee est 

rir — i) ,, 
-i.^p--0-p)«;elc. 

Iji fortune aiorale du negociant sera done 
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d'ou 

1. V =/>' 1. (f? ^- a) -»- rp*^* (i — p) L ft? -H ^^^ sj 

h ;; H 

r r 

pr-i (r—i )p-«(i --p) (r— 1 ) (r— 2y-»(l -p)* 




1 



r— i ^/ »• — 2 \ }(b(6), 



•^(^'*"V') 



mais a cause de 

(p -H 1 — p)-^* =p'-' + (r — l)p'-* (1 — p) 

- ^''~^g''~^V '(i-p/->- -■^('-pr-< 

la formule (a) peut s'ecrire 
ds 



l.V = p/l.- 



-4- « 



y (t?+« t;-4-s 1.2(i;4-«) ) ^ ' 

Si Ton retranche cetie derniere valeur de la valeur (6), la dif- 
ference sera 

f- ' '   -+- •' 

r— 2 




Comme cette difference est positive, on voit qu'il y a morale- 
menl a vantage a repartir la valeur s sur plusieurs vaisseaux. 

Get avantage augmente avec r, el si r est tres-grand, Tavan- 
tage moral devient a peu pres egal a Favantage mathematique. 
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Pour Ic demontrer, reprenons la formule (6) dans laquelle 
nous supposerons v= I : 

l.V=p / .{i + s"*" , r-1 ■*" ^ ^/ , r — 1 \ "^"*[<fa. 

La soranie entre parentheses peut se mettre sous la forme 
d'une integrate definie; en eflfet, si nous developpons 

e-^' j pe-? H- 1 -p)'" =p-' e-"^' h- (r-l)p-'(l-p)e-'('*^'> 

et que nous integrions xelativement a*x entre les limites etoo , 
en tenant compte de 

/ 



m 





nous aurons 



etc. 



e ' (pe 'H-i-pj ite=^5^ — 



(r-<)p-»(d— p) (r-<)(r-2)p-'(<-p)' 

-T-  -t- ' ' 

r— 1 / r — 2 \ 

in —s i.allH «j 

Par suite, Texpression de I. V devient 

1. V=p/cb/ e'"^\pe~' ^ 1 —p) dx. 

Pour transformer Tintegrale definie, observons que la fonction 

y=c" ' \pe '^ -4- i — pj 

n a ni maximum ni minimum , depuis x = jusqu'a x = od , 
puisque^, qui est egal a 




Vr^JL vArv^ -p^w^ 







(^ '^cUo 



QJ)^ J/ov tO-i G^ 



JUvL JVi/<ftJi 



( ^^3 ) 



est toujours negatif dans cet intervalle. 
II nous est done permis de ppser 



y=yo«"S 



j/q etanl ce que devient y pour x = 0. Comme pour ( = on a 
aussi y = y©, il s'ensuil qu'i / = ripond x = 0. Et si, dans 
Texpression de y^ on fait x=0, on trouve j^q = 1. On aura, par 
suite, 



Nous avons a exprimer-^en fonction de ^ Or, 
et puisque / == I. ^ = I. ^, nous aurons 



dt 



en posant 



d'ou 



dy dx dx 

t = ^= :7-=— 

y yax u 

ydx 



du 



\ • 

I dx (Px dx udu 

» -7- = w; -7T== — r" = -i— ; etc. 

dt dt* i Idx dx ' 



Et puisqu'i ^ = repond a; = 0, ii en resulte : 



( <^^ ) 

La formule (1) deviendra done : 



(udu\ t' 



d>U 



dx ludu\ ( , IduX 



1-4- 



Substituant celle valeur dans I'integrale precedenle, nous oblien- 
drons 



[*-(Sb •••]•' 



t/o i -H 



mais nous avons pose 



flr 



ydx pe •• -+- i — p 
u=5= = j^ rj 

'^y p(1+s)e"'''+{l-p)(l+;) 



d'ou 



s* 



Par suite 






1 



i-Hp«-+-(l— p)- 






• rU + 



L'int^grale cherch^e aura done pour valeur 

p(4-p)s'(l-i) 



ydx = ' ^ •*" 



i-«-P«-h(i-p)H »M-^p«-*-0— P)^] 
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et substituant cetle valeur dans Texpression 

1. V = fj^dsf'^ydx , 



nous aurons 



i.v= / 1^ / 1 



p(i-p)«»(l-l) ) 



Si r est tr^-grand, on aura k peu pr^s 

dou 

V == i -♦- p« ; 

e( comme nous avions fait t7=: 1, en remeltant maintenant v au 
lieu de 1, nous aurons V=vH-p«; on V — « = p«; ou E' = E, 
c'est-a-dire Tesp^ranee morale egale a Tesperance mathematique. 

VI. Vavantage moral est souvent augmente par les assurances. 

Cherchons ia somme que le n^gociant pourra donner a une 
compagnie d^assurances pour que sa fortune morale soit aug- 
meniee par son assurance. 

II a une valeur s sur un navire dont Tarriv^e a la probability p ; 

sa fortune morale est done 

V = {v-h«)' [a) 

S'il assure cette valeur, il doit donner a la compagnie, d^apres 
la regie du pari equitable, (1 — p)s comme prime d'assurance; 
mais k cause des frais et du benefice des assureurs, il doit donner, 
en outre, un exc^dant ti; sa fortune reelle est done 

V -H S — (i — p) S — tl = t? H- «p — W . . . . (6) 

Pourvu que sa fortune morale reste la m^me , qu'il assure ou 
non , il faut que 

{V -k-sY^V -^ Sp — M, (c) 

d oil Ton tire 

ti s= V + «p — (v •+- «)': 

ccst (out cc que le negociant pourra donner, sans desava^^ing^ 
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I 

moral , en excedant du prix regie par Tesperance mathemaUque. 
11 aura done iin avantage moral , en faisant un sacrifice moindre 
que cette valeur de u. 

Les eompagnies d'assurances peuvent done faire un benefice 
reel , tout en procurant des avantages aux persennes qui traitent 
avec elles. 

VII. Demontrer que le negociant peul faire un sacrifice eoece- 
dant la somme (i — p) s exigee par Vequite mdthematique. 

En effet, s'il ne paye que (1 — p) «, sa fortune rtelle est 

s*il n'assure pas , elie est 
Or, p etant < 1 , on a 



tJ V -^ ps J V 



pd$ 



• ,/VH- /)«•/»-♦-« 

ou 

1. (v -I- p«) > p 1. (v -f- «), 

et 

v -I- p« > (t? •♦- «)'. 

La fortune morale du negociant etant done augmentee par 
Fassurance, il pent faire un sacrifice propre & subvenir aux frais 
de la compagnie et aux benefices qu*elle doit realiser. 

66. Deux perscnnesj A et B, jouent a croix et pile, sous la 
condition que B donnera a \, si celui-ci fait croix au i"^ coup, 
2 francs; s'il fait croix au 2"' coup, i francs; ... ; s'il fait crotx 
au n"** coup, 2° francs; on demande quelle doit etre la mise de A? 

Solution math^matique. Pour requite mathematique, il faui 
que la mise de A soit egale au gain qu'il pent esp^rer, ou k son 
esperance mathematique; or les probabililes de faire croix au 
1*', au 2""% ..., au n""* coup, sont : 

i i i 
2 4 2" 



K 
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Tesp^rance math^matiquc de A sera done 

2 4 2" 

Telle devrait done £tre la mise de A. Mais si n est tr^s-grand, 
personne ne voudra risquer une pareille somme; ia regie de 
Tesperance malh^matique est done ici en eontradielion avec Tap- 
preciation du sens eommun : eelle-lJi present d'aecepter le pari, 
eelui-ei de s'en abstenir. 

Solution morale de D. Bernouilli. Soit v la fortune de A avant 
le jeu, X la mise qu'il peut risquer. Si croix arrive au 1", 2"% ... 
n"* coup, sa fortune sera respectiven^ent 

V -♦- 2 — a:, t? -♦- 2* — x, ... t? -h 2" — x; 

et les probabiiites eorrespondantes seront 

1 1 i 

2 2* 2" 

la fortune morale de A sera done 

V = (v + 2 — a:)* (v + 2* — a;^ ... (v + 2" -x)'". 

Pour que Tetat de fortune de A ne soit pas change , il faudra 

que : 

i i i 

v = (v + 2 — a:)' {v + 2* — x^... (v + 2«— x)'"' 
ou bien , en faisant v — x = v', 

r = t?'-*-x = (t?' + 2nv'4.2')*"...(i3'-*-2-f . . (4) 

-..i^^-^(..i)*(..s'..(.4)-', 

mais si n est tr£s-grand on a , Ji peu pres , 

i 4 1 . 

2 2^ 2" 
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done, en divisant les deux membres par v\ et eii posant ^ = «» 

nous aurons 

I ± j_ 

i -^ ax = (i -I- 2a)« (i + aV)** ... (i -I- 2V)«" . . (2) 

Nous avons noainteftant a determiner la mise x que peut ris- 

quer le joueur. 

Observons que les facteurs de Texpression (2) eonvergent visrs 

Tunite, car 

(i + 2V)* > i + 2 . 2-a, 



OU (I -«. 2-a) •• > 4 + 2-+'a, 

OU (I -♦- 2-Jc)t- >(i -4- 2«+*a)^*. 

D'un autre c6te 

l.{l-H2-a)i«ll.(4H.2-«) = ^;l.2"(iH.«) 



= -1.2- + 
2« 



il.(.H-i)=^1.2^il.(«..l); 

2- \ 2"/ 2- 2" \ 2V' 



or les deux termes de eette somme convergent vers 0, lorsque 
u tend vers oo ; done 

(i -4- 2*a)**= 4 pour tt = » . 



Le cas le plus avant^geux pour A est celui ou Fon suppose n=30 . 
Si Ton prend u tel que 2*a=10 au moins, on pourra s arr^ter 

dans la formule (2) au tcrme (4 h- 2"~*)*^^, et Ton aura par 
cette formule : 

lg(4 +ax)-i lg{4 4- 2«) +ilg (4 + 2V) -h...4.-i^lg(4 +2-V). (5) 



2 



2' 



En supposant connu v', et par suite a=~, cette derniere for- 
mule donnera x, et Ton aura alors t? = v' + x. 

ExEMPLE. Soit t;' = 400, done a=aO,04; on trouve dapres 
Laplace x = 7,89 ; done v = 407,89. 

Si done A possMe fr. 407,89 avant Ic jeu, la prudence lui 
prescrit de ne risquer a ce jeu que fr. 7,89, pour conserver la 
rn^me fortune morale. 



k 
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CHAPITRE V. 

PROBABILIT£ DBS £v£NEHENTS FUTURS. 



th£orie. 

. . I. — Cmmaea* 

67. DEFINITION DES CAUSES. Les circonstances qui concourent 
k la production d'un ^v^nement sont ou constantes, ou variables 
k chaque instant. 

Les premieres, qui s'appellent chances, peuvent Ore connues 
ou inconnues, elles sont susceptibles d'une evaluation exacte ou 
approch^e. 

Les seeondes ne peuvent pas s'^valuer. 
Ces deux especes de circonstances contribuent toutes deux a 
la production de I'evenement et en constituent les vraies causes. 
Mais dans le calcul des probabilit^s on appelle catises les cir- 
constances de la premiere esp^ce, ou les chances , et hasard 
Tensemble des circonstances variables qu'il est impossible d'^va- 
luer. 

Si les chances sont connues , la probability de F^venement sera 
connue, et Ton dit que sa cause est certaine. 

Si un ev^nement pent £tre attribu^ k plusieurs causes, sans 
qu^on sache a laquelle il est du, on dit que sa cause est incer- 
taine, et les diverses causes auxquelles il peut etre attribu^ seront 
plus ou moins probables , selon qu^elles consisteront en plus ou 
moins de chances favorables. 

Si les chances sont inconnues, et qu^on puisse faire sur leur 
valeur un certain nombre d*hypoth6ses ^galement admissibles , 
mais dont une seule est necessairement vraie, ces hypothecs 
pourront ^tre regard^es comme des causes plus ou moins pro- 
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babies, et Ton devra regarder comme vraie celle qui a pour elle 
la plus grande probability. 

Les causes ou les hypotheses peuvent ^Ure egalement possibles, 
ou avoir des possibilit^s diverses. 

Soit X la probability d'un ^v^nement simple; y=f(x) la pro- 
babilite d'un dv^nement compost E, dependant de cet ^venement 
simple; on dit que x est la cause de E, et que la probabilite de E, 
due k cette cause, est y. 

Si X est connu, on dit que la cause de E est certaine. 

Si X est inconnu, et que Ton sache sculement qu*il doit avoir 
Tune des valours a, 6 ... i, chacune de ces valeurs pourra etre 
regard^e comme une cause incertaine de E, et ces .causes auront 
en general des probabilites diverses. 

La probability de chaque hypothSse, ou cause, est ^gale au 
nombre des chances favorables h cette hypoth^se, divis^ par le 
nombre total des chances. 

ExBMPLE. Si Ton extrait une boule blanche d ui\e urne qui 
contient des boules blanches ou noires, au nombre de 8, on 
pourra faire les hypotheses suivantes- : 

8bl. On.; 7bl. in.; 6bl. !2n.; 5bl. 3n.; 
4bl. 4n.; 5bl. 5n.; 2bl. 6n.; i bl. 7 n. 

Les causes de Textraction d'une boule blanche consistent dans 

les huit hypotheses 

8,7,6,5,4,5,2,1 bl. 

auxquelles repondent les probabilites propres : 

Si 6 5 4 3 2 1 

—> — »—» — > — > —»—>-- • 
88888888 

Principes fondamentaux. 

68. l"" Les probabilites des hypotheses ou des causes sont 
proportionnelles au nombre des chances favorables propres k ces 
hypotheses. 
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2^ La valeur la plus probable de la cause inconnue d un eve- 
nement E est eelle qui rend la probabilite y = f[x) de cet 6v6- 
nement un maximum. 

S"* Soil t; la probabilite d'un ^venement E; 
V celle d'un evenemenl compost EF; 
P la probabilite que E ayant eu lieu, F aura lieu aussi; 
La probability V sera evidemment donnee par 

V==Pv, 
d'ou 

P = - 0) 

Ces trois principes constituent le fondem^nt de la th^orie de 
la probabilite des causes et des ^v^nements futucs, conclue de 
lobservation des ^venements passes. 

69. Premier th^or^me (de Bayes). La probabilite d'un evene- 
ment E, en vertu de la cause C| (i pouvant prendre les valeurs 
1, % ... n), etant pi , la probabilite que la cause Ci aura agi dans 
I la production de cet evenement sera 

P,=fL (2) 

I * 

1 

Premiere demonstration. Soit a, le nombre des chances favo- 
rabies k E, constituant la cause Ct, [i le nombre de toutes les 
chances egalement possibles ; la probabilite propre a C{ sera 



I 



!■ 



0| 

Pi= — 

En vertu du principe 1 , on a : 

Pj : P, : ". : P^ : ... : P„ == Oi : Oj : .•• : Oi : -.• : o„ ; 
done, a cause de P| H- P, H h P„= 1 : 

P^: 1 =ai: a, -♦- a^-H — f- a„= — : 1 1 1 

11 
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d'ofi _ Pi 



Sp 



i 



I 



DEUxiiME DEMONSTRATION (de Lapldce). 
Soil E rev^nemenl du aux causes c, (e = 1, 2, ... n) ; 
Pj la probabilite que c,. aura lieu quand E a eu lieu ; 

V la probabilite de Fevenement compose ECf ; | 

V la probabilite de E ; < 

on a, en vertu du principe 3 : | 

V i 

P.= 



V 



Les causes etant ^galement possibles, la probabilite de c, est ^ ; 
el si nous appelons p, la probability de E quand c, a lieu , nous 
aurons pour la probabilite de Tevenement compose Ec, 

n 

Comme r^venement E ne peut arriver que par Tune des causes 
c^yC^ ... c„, il s'ensuil que sa probability sera egale a la somme 
des probabilites dc EC|, Ec^ ... Ec„ ; done : 

n n n n t 

et par suite 

V Pi 

^ Sp, 

Done la probabilite d'une des causes est egale k la probabilite 
de levenement qui est due a cette cause, divisee par la somme 
de toutes les probabilites semblables. 

70. Remarque I. La probabilite de r^vtoement E due indifTe- 
remment a Tune des causes c« ... c. ... c^ ^tant representee par P, 
on aura 

P=rP. H H P, -H . -+-Pt=SP,= ^ . - . (3) 

Sp, 



I 
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Remarqub II. La possibilite dc la plupart des ^venenients sim- 
ples est inconnue, consideree d priori; elle nous parait egalement 
susceptible de toutes les valeurs possibles, depiiis jusqu'ii 1. 
, Soit X cette possibilite; y la probabilite d'un evenement com- 
post A : on aura y = ^x, et x pourra etre consider^ comme la 
cause de A, done y est la probabilite quand x est certain, si done 
Pi est la probabilite de x, on aura . 

y _ /i _ fxdx 

*^*-"7^ — T" — — \ — ' 
2y S/x dxSfx 

mais en vertu de Fidentite suivante, dans laquelle 6 => a + nda : 
f* fxdx = rfx j/a -+- f{a -^ da) -i- •<•• -♦- f[a -♦- n — Wa) j 



on pent icrire / fxdx = dxSfx; et par suite on a 

_ /xdx v^^ f,\ 

P. = -7i = -7J — W 

J fxdx J ydx 

La probability P que x est compris entre a et 6 sera done 

r ydx 
P = ^— i (5) 



Remarque 111. Soit u=/'(x,y) la probability d'un evene- 
ment £ compost d'^venements simples de deux esp^ces diffe- 
rentes, dont les probabilit^s sont x et y; en regardant x et y 
comme les causes de E, la probabilite de ces causes simultanees 

sera 

u udxdy udxdy 

SSu dxdyStiSu / / udxdy 
"o / 5^ 

et la probabilite que x est compris entre a et 6, en mdrae temps 
que y est compris entre a et P, sera 

jdyjMLdx 

p=f ! 

I j udxdy 
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En general, si iin ev^nement E, dont la probabilite est 

« 

est du h dcs evenements simples dont les probabilites sont desi- 
gnees par Xy y ... Wy la probabilite que les causes inconnues sont 
comprises entre les limites 

sera 

r dx r dy .,./udw 

p=- « i 

y f f udxdy ... dw 

u u 

Remarque IV. Nous avons suppose jusqu a present que toutes 
les causes c^ ^taient egalement possibles. Supposons maintenant 
qu'il n'en soit plus .ainsi y et appelons q^ la probabilite de q avant 
I'observalion de E ; Pi designant toujours la probabilite de levene- 
ment E en vertu de la cause c, consideree comme cerlaine, on 
aura, apr^s Tobservation de 1 evenement E, pour la probabilite 
due au concours des probabilites independantes 9^ et pi : 

et pour la probability P| que la cause c^ a agi pour produire E : 



I I 

De mime s\ z = (fx est la probability de x avant Tobservation 
de r^venement compose E, et y =/x la probabilite de cet Eve- 
nement apris I'observation, la probabilite que Tinconnue x est 
comprise entre a et 6 sera 

/*yzdx 
P=i-^ 

/ yzdx 


71. Deuxi6iie th£or6me (de Laplace). La probabilite que la 
possibilite des evenements Hmples est comprise entte des limites 



\ 
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qui se resserrent de phis en plus, approche sans cesse de I'unite a 
mesure que fe nombre des evenements augmente; de maniere que, 
dans la supposition d'un nombre inflni d' evenements simples y ces 
deux limites venant a se reunir, et la probabilite se changeant en 
certitude y la veritable possibilite des evenements simples est exacte- 
ment egale a celle qui rend le resultat observe le plus probable. 

DEMONSTRATION. Soit jf = (fx)^ lo probabilitc d'un evenement 
E, fx etant (res-grand, et x la probabilite simple inconnue; soit 
m la valeur de x qui rend y maximum , e'est-ii-dire eelle qu'on 
deduit de ^= 0. Nommons y,^ ce maximum et posons 



d'ou 



y=ynfi~'" 



« = l/l.y^ — l.y. 



Supposons que x differe peu de m entre les limites a et ^ , et 
soit 



f ydx = yji^f\'^di, (A) 



on aura approximativement 

formule dans laquelle on a pose 

X — m \ X — m 



M = 






Soient ensuite «== j* ies valeurs de x qui rendent y nul, on 
aura (*) 

fydx^y^u^y/n (B) 

a 

Ccla pose, la probabilite P que x est compris entre m — 9 et 
/>n- 6 sera : 

P=-.^_l -_-. . 

f'ydx D 



(*) Pour les formules (A) et (B) voir la note II a la fin du volume. 



n 



^ 
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Or, si 9 est tres-pclit, ct que y, ce qui arrive presque toujours, 
devienne nul aux deux limites et 1, on aura, par la formule (A) : 



en faisanl 






et par la formule (B) : 



par consequent 

Or, puisque 
doii 
on aura : 



P = 4- Z'" ^"""dt. 

y={frfy 
iy = i^lfx (i) 



dlfm ©•rf'L/m 

mais en vertu de (1) : 

En outre , commc 

dhy dy i 



• — » 



et que, pour x = wi, t^ = 0, on aura : 



dx dx y 



dlfm 

dm 

Enfin , puisque 

(PLfx (Pfx / dfx y 

i/x* ~~ fxdx* \fxdxl 

ct que, pour a; = w, 5^ = 0, on aura 

(PL/m f(Pfx\ _i /flPy\ 
dm' \fxdxV^^^^ ft \yd^L^m 

Substituant ces valeurs dans Texpression de 1. y«».o> cHe de- 
vient : 



l.y»-.e = I.y« + 



2" l/id?j^ "" ^^'- 



w 
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De meme 

^ ^ 2 KfxdxV^ 

D'oii Ton tire, en negligeant jes termes en 6^ etc. : 

L^expression de la probabilil^ P deviendra done : 

en posant 

d*ou 

r 
e = > 

el 

*"" V "" la/id]?)."" V "";; laprv.' 

P sera la probability que x est compris entre 

m db 6ss=fit db — 



Al/u' 



et Ton voit que ces limites se resserrent k mesure que ^ croit. De 
plus P tend vers Tunite h mesure que 7 augmenle; et si 7 est 
suffisamment grand, mais fini, on aura 

p=l, 6 = 0, et x = ni, 

valenr la plus probable. 

72. Remarque I. Regie pour jttger si la cause x esl indiquee 
avec une grande probabilite. 

Si nous d^veloppons Texpression de P en s^rie, nous aurohs 

P=-— / e-'^dt^i / c-^rff = i--__(i-.. ). 
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Or nous avons posd 



done 



P=< — 






••(^)- 



«v/; 



>AM 



-+-•••^=1 



e 



n^). 



-v^e). 



P sera done fort grand si — 9* (j^)^ est un peu considerable, 
onze ou douze, par exemple. 

73. Remarque II. II est maintenant facile de demontrer le theo- 
r^me inverse de Bernouilli. 

Soient mj , m^ les nombres de fois que les evenements con- 
iraires A, B se r^pelent en un tres-grand nombre s d'epreuves; 
X| la probabilite inconnue de A. 

Nous avons trouve 

pour la probabilite que x^ est conopris entre 

r 



















Dans le cas 


actuel 


nous aurons 










y 


— xr 


(i-x,r«=(xai- 


x,r) 


»1 

> 




et 
d' 


par suite 
De plus : 
oil Ton tire : 


i.y 


= till 1. X| -♦- fill 1. (i - 


-a;,), 








dl.y 
dx 


i dy 
ydXi 


99t| fTI] nil 
Xi i — X, 


— (m, 


-Xi) 


X4 



La valeur de X| qui r^pond au maximum de y est done 



m = 



tiff fK| 



W| -H Wlj $ 



k 



I 
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Derivant de nouveau : 



dou 



Or nous avions pose 



m 



^ \ydxV^ V »n 2m, {« - fw). ' 
par suite P est la probabilite que X| est eompris cntre 

r iwj r ^i . % /2mi(« — nil) 

V/mi \/ ; r 

y nti 2m, (s — m,) 



74. Troisieme THtoREME. Lfl probabiHte II| cfe rarrivee (Tun 
evenement futur F, ew vertude la came c, d'tin evenement observe 
E, 65 J cgrate au produit de la probabilite P, de fa cause c, por to 
probabilite a, gtie ceWe cati^e donne a I'evenement. 

Demonstration. En effet 11,. est la probabilite de I'eventoient 
compose qui resulie du congours de 1 existence de la cause c, avec 
Farrivee de Tevinement F, la cause c.etant supposee exister. On 
a par suite 

n. :±= P,a, = -;^ • 

Remarque I. Si nous faisons pt = y=^fXy x ^tanl la cause, 
p^etant la probabilite de E quand x est certain, el de mime 

o,. = z = xiac, probability de F en vertu de x, nous aurons 

« 

yz yzdx 
n,. = -J— = 



iy /V» 



-J 
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La probabilite 11 que revenement F arrivera en verlu des va- 
leurs de x comprises entre a et 6 sera 

/* yzdx 
fydx 



Remarque II. Si les causes q etaient inegalemcnt possibles 
avaat Tobservation de E, et que nous designions par 9, la possi- 
bilite de c, , nous aurions 

Remarque III. La probability que T^venement F arrivera en 
vertu de Tune quelconque des causes C| , c^ ... c„ sera 

n 
l^.Pi 

n' = He -I ^- n„ = ~ — 

Ipi 
1 

Remarque generate. 

Les problemes de la theorie des hasards sont de trois especes : 

I*^ L'evenement est incertaiUy les causes au les probabilites sim- 
ples sent connues. On demande alors laprobabiUtedeVevinement 
incertain. 

ExEMPLB. line urne renferme des boules blanches et noires 
dans le rapport donn^ de p k q;on demande la probabilite de 
tirer une boule blanche. 

La cause --^ est certaine ; Tevenement est incertain. 

2*^ Vevenement est certain; la cause ou probabilite simple est 
incertaine. On demande la probabilite d£ chaque supposition que 
Pon peat (aire sur la valeur de la cause ou probabilite simple 
inconnue, 

ExEMPLE. Une urne renferme des boules blanches et noires 
dans un rapport inconnu ; on en tire une blanche : quelle est la 
probabilite de la supposition que le rapport est egal kp :q^ 



\ 
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L'evenement est ceriain ; sa cause -?- est incertaine. 

3" Vevenetnent passe est certain; la came est incertaine , de 
tneme que I'evenement futur. On demande la probabilite de cet 
evenement, 

ExEMPLE, Une urne renferme des boules blanches et noires 
dans un rapport inconnu; on en tire p -^ q boules, dont;) blan- 
ches et q noires ; on demande quelle est la probabilite de tirer 
une nouvelle boule blanche. 



Applications. 

75. Premier exemple. Une urne contient des boules blanches 
et noires, au nombre de r; on en tire une blanche; quelle est 
la probabilite qu'elle contient n boules blanches? 

Solution. Les diverses hypotheses ou causes de Textraction 
d'une boule blanche sont : 

i blanche, r— 4 noires; cause c^ 
2 blanches, r — 2 noires; » Ct. 



r blanches, noire; cause c^* 

Les probabilites de Textraction d'une blanche, dues a ces dif- 

fi^rentes causes, sont 

i 2 r 

Pi = -' p, = -,-. p, = - • 
r r r 

Mais la supposition que Turne renferme n boules blanches donne 

fi 

P« = -- 
r 

. On a done , pour le th^reme de Bayes : 

n 

r 2n f . 

p^ = = . . . (aj 

"1 2 r r(r-^\) 

— I h ••• H — 

r r r 
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Deuxi£me EXEMPiE. Uue ui^ne renferme r boules, blanches et 
noireSf on en exirait une blanche; on demande la probabilite 
qu'une seconde boule que Von exirait sera blanche. 

Solution. II y a deux cas k considerer, scion qu'on remet, ou 
non^ la boule extraite dans Turne. 

premier cas, L'^venement E est rextraelion d'une boule 
blanche, T^venement F aussi. Si Turne contenait n boules 
blanches 9 les probabilites de E et de F seraient 





n 


n 




P- r' 


r 


on aura done 








f* 


r* r(r-h1)(2r-Hl) ^^ 1^ 


^'•-*) 





Cette probabilite converge done vers^i mesufe que r aug- 
nienie : 

En effet, si Ton suppose le nombre des boules infini , et qiron 
designe par x la probabilite d'extraire une boule blanche, x pou- 
vant varier depuis jusqu'a 1, on aura 

f x^dx 



f xdx 



d 



Detixienie cas. Si la boule extraite n'a pas ete remise dans 

Turne, on a 

n — 1 n 



done 



n=; 







1. 2-4-2. 3h i-(r — i)r 


(r — i)r(r-^i).i.2 


ir-i)r 


i.2.3(r— l)r 2 


1 H- 2 -♦-••••♦- r 




r 
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Troisiibme exemple. Le nombre de boules contenues dans une 
ume ne pent exceder trois; on a extrait x boules blanches en n 
tiragesy en rem,ettant dans I'ume la boule exttaite; on demande 
la probabilite de Vextraction d'une nouvelle boule blanche. 

SoLLTiON. Les evenements E et F sont Fextraclion d'une boule 
blanche; X n'etant ni ni n, on ne peul faire que les trois hypo- 
theses : 

i blanche et 1 noire : cause C| des ^v^nements E et F, 
2 blanches et i » : » c, » > 

i blanche et 2 noires : » Cz * > 

Les probabililds de E, dues-i ces causes, sont : 

p. = y (2) = 2^ ' Probabiliy due k c,; 






ft 

Les probabilites de F, dues k ces trois causes , sont 



i 

tari = - , probability due k Ci ; 

2 
o 

4 



la probabilite de C| est done 



Pi = 



2" 



i 2' 2*~* 3" -f- 2*** -♦- 2'""^ 

1 1 

2" 5" 3* 



( i64) 
On (rouverait de m&me, pour celles de c^ et de c^ : 

et par suite : 

i 2 i 

_ . 3" ^ 2"+« ^ 2«"-« 

'2 5 3 

U = P,tT, -I- PtWj -4- PjC. = 

3" ^ 2'+* -f- 2*"-' 

QcATRii^ME EXEMPLE. Une umc rmferme une infinite de boules 
blanches et noires; on en a es: trait une blanche au premier ti- 
rage : on demande la probabilite d'en amener ensuite n noires? 

En appelant x la probabilite de Textraction d'une boule 
blanche; et 1 — x celle de Textraetion d*une noire, on aura : 



P="- 



Jx(i — xydx 



f'xdx (« ^ *)(« ■*■ 2) 



GiNQUiiBME EXEMPLE, Deiix jouevrs, A et B, dont les probabililes 
de gagner sont inconnues, joucnt a cette condition que celui qui 
aura le premier gagne n parties obtiendra^ Venjeu a. lis sont 
forces d'abandonner le jeu, lorsqiCil manque b parties a \y et 
e parties a B,pour gagner Venjeu. Comment celui-ci doit-il se 
partager entre les deux joueurs ? 

Soit X la probabilite qu'a A de gagner une parlie; 
» \ — X » » B » » 

X pouvant varier entre et 1. 

La probabilite que A gagne n — 6 parties, et B, n — c parties, 
sur un nombre total 2w — 6 — c, est 

p = G.x"-*(1 — x)"-*, 

et la probabilite d'une valeur x de la cause, en vertu de Tev^ne- 
ment observe, sera (n" 70) : 

x»-*(i — x)-'dx 



./x"-*(i — x)"-'rfx 
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La somme S qui doit revenir k B, dans Thypoth^se de x=: a;, 
est (n^ 59) : 

a:*-« (6 + c-l)...(c+l)^ '"^^^ 



(i — x)*-* 1.2..(6 — 1) 

Done, la somme qui doit lui revenir dans toutes les hypotheses 
possibles, depuis x=0 jusqu'i x = l, sera 



/"x-»(l— x)"-'rfxj(o)j 



y x"-*(i— ac)— dx 



Effeetuant les differentes integrations indiquees dans cette 
expression, au moyen de la formule 

/•* *. . , i.2...(n — c) 

/ x-*{i— x-'rfx=- T — -r—rt 1 Tf' 



on trouvera, 

a(n — c-i- 1) — (n-i-6— i)( 6-f-c — i n—b-k- i 
"" (2» — 6 — c -♦- 2) ... 2n ( "^^ 2 6-Hn— i 

(ft-HC — 1)(ft-^c — 2) (»^b->-i)(n>^6-4-2) 
■^ 172 (n + 6 — i) (n -4- 6 - 2) "^ "* 

(6h- f-~1).»(c-h1J (/I— 6 •^l)...(/i— i) 
"*" 1.2...(6— 1) '(6-hn — i)...(n-»-1) 

Sixi^ME EXEMPLE. DcMX tim^s A e^ B contiennent, la premiere 
p boules blanches et q noires, la seconde p' blanches et q' noires. 
On extrait de Vune de ces umes (on ignore laquelle) m -4- n boules, 
dont m blanches, et n notre* : quelle est la probabilite que Vume 
dont Oft a extrait ces boules e«t A oti B? 



r 
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La probability d'extraire m blanches et n noires, dans la pre- 
mrere hypoth^se, est 

_(m-f-n)t p-'-y-* 
m!»! (p H- 9)"*^'~* ' 

et dans la seconde hypoth^se, cette probabilite est : 

p,_(m-i-n)! p— Y-» 



m\n\ (p' -+- 9')"^'-* 
La probability de la premiere hypoth^se est done : 

P (p -+- 9)"**'-* 

n = 



P H- P' p-'-*9- -' p'*'-*7 



(p ^- 9)'"-*-"'-* (p' -4- 9')"^'-* 

De meme on aurail pour la probabilite de la seconde hypcH 
ih^se : 



I «l ll  
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t 



CHAPITRE V. 

PROBLEMES SUR LES NAISSANCES. 



76. Premier probleme. On a observe qtiey sur un grand nombre 
.p -h q d'enfants, il est ne p gargons et q fiUes : ofi demande la 
probabilite P que sur m-f- n enfants qui doivenl naitre, il y aura 
m gardens et nfilles.. 

Solution. Soil x la probabilite de la naissance d'un gargon ; 
1 — X d'une fille. 

La probabilite que, sur je> + 9 enfants , il y aura p gareons et 
q filles , est (n« 20) : 

De m^me, la probabilite que, sur m-h n enfants, il y aura 
m garcons et n filles , est : 

[m -^ n)\ 
mint 

La probabilite cherchee sera done 

f* fs^4x f' x^^^ ( I — xY^dx 
P = ^^-5 =^k'-~ , 

f rs4x f X^\\ — X)»dx 

b - 

en posant 

(m -♦- w) I 



m\ n\ 
Or 



1.2...p.1.2...</ 



1.2...p(p-t-1)...(/}-4-(jr-»-l) 



(j)+l)...{p + </ + !) 

12 
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De m^me 

1 . 2 ... (9 -♦- «) 



./ {p 





-♦-m-f- i) ... (p-*-^-t- m-*^ n-f- 1)' 



^^'^^ P — it (g "*" 1) '" (g "*" ^) (y "^ ^) '" (P '^ ^^ ) . 

(p -+• 9 -4- 2) ... (p -♦- </ -I- m -«- « -♦- I) 

mais^p et 9 £tant tr^s-grands , nous pouvons ecrire approxima- 
tiveinent (*) 

. / X 1 . 2 ... (9 -♦- «) (9 -*■ n)*^"*"! ^ 

(9H.1)...(9H.n)= , ;\> ^ -~ 1 e-; 

1 . 2 ... 9 ^«+5 

(p+1)...(p + m) = ^^^ ^ e—; 

p-^i 

(p-f-9-*-i)...(p-+-9-*-ni-4- w)= ; e"t"*+*'; 

p-t-9-+-mH-n-+-i p-4-9-«-m-Hn 

En substituant ces valeurs approehees dans Texpression dc P, 
nous aurons 



r - jL <^ -*• 7 7 <P "^ ^^ <P -^ ^^7' . . («) 

9''*"i p'+i (p + 9 ^ m-f. n)"""'"'* 

Remarqle. Si p ct9 soni tres-grands, la vraie possibilile de la 
naissance d'un garcon sera--^> ei d'une 6lle —?— • 
En effety si |x et s sont petits relaiivement Ji p et 2i 9, on a : 

l.(pH.fi)^=(pH..s)I.(p4.A*)=(pH-«){l.p + l.(lH-^)| 

( f* f*' 

= (p -^ S) l.p -4- (p -h S) - «= (p^ S) l.p ^ .tt. 

p 

{"i Voir ia note I, a la fin dp ronTraf^r. 
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(Ion (p-^ s)^'^p^\e^. 

Dapres cela, si w et w sont pelits relalivement k p eiq, on 
pourra icrire 

(q-^-n) ^ = ep 



(/) -4- m) ' == e p * 

(p -♦- y -4- m -f- ft) *= a (p -♦- 9) *, 

et la formule (a) deviendra, par la substitution de ces valeurs : 

(m -f- n)\ p"'q'* 
m\ n\ {p -I- gr)*+* 

Or cette probabilite est precisement celle qu'on obtiendrait si 
Ton supposait que la possibilite de la naissanee d'un gargon est 
-^,celled'unefille-4-. 

U est done naturel de conciure que ces possibilites sont a pen 
pres dans le rapport de p ^ 9, si ces nombres sont tres-grands, 
et par suite que la vraie possibilite de la naissanee d'un garcon 
est approxiniativement egale k — £— . 

77. Deuxi£;iie exemple. On observe constamment que^ sur tin 
tres^grand nombre p -h q de naissanceSy le tionibre p des gar- 
cons est superieur au nombre q des filles; cJiercher la probabilite 
que la possibilite de la naissanee des garconn mtrpasse celle de la 
naissanee des filles. 

Soil X la probabilite dc la naissanee d'un garcon; 1 — x, d'unc 
fille. 

Designons par c le coefficient du termc c(f(l — xy du bindnic 
(acH- 1 — xy*^; la probabilite que, surp-h q naissances,/) seront 
masculines y q feminines, est 

Posons y = 3(f(i — x)% la probabilite d'nne valenr de x sera 

(n* 70) : 

cydx ydx 

J cydx J ydx 





V 
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Et la probability que la valeur de x iie surpasse pas | sera par 
suite 

/ydx 



P^" 



/'ydx 

Nous aurons done, pour la probability que x surpasse | , ou 
que xest >1 — n: 

fydx D 



78. Calcul de N==/*'*ydx, expression dans laquelle 
D^signons par j^o ^^ !/<m ce que devienl j/ pour x=:0 et •x=*j^ : 

si nous posons y = yoe'^y aux limites { de x r^pondront celles 
pde <; tandi^ qu'en posant y^^yttt^'^ aux limites |^ dea? r6- 
pondront celles { ^ de t. 
Calculons N a.u moyen de Texpression 

^=f'ydX'-J^ydx\ 

I/I 

nous aurons , en rempla^nt y par Tune ou Tautre des expres- 
sions precedentes : 

\\ fydx^'ytJe-' — dt; 







2-. /ydx = y,.Je-'-dt. 







Chercbons les valeurs de ^ qui enlreni dans ces deux inle- 
grales. 
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X etant une fonction de t, d^velopponsrla par la formulc de 
Mac-Laurin : 

X = /•(()= /-(O) + f(0) « + /■" (0) ^ -<- - 



_ ldx\ lfPx\ _t 



1 " Pour ce cas nous avons : 



2 



1 


= 1. — , ai 

y 


y dx V 
^dy 


en posant 




dx 


done 




' — ^Ty' 




dx 


(Px dv dv vdv 




dt-'-^ 


de dt dx dx ' 


\ 




V 


et par suite : 







ldx\ /(Px\ (vdv\ 



2** Pour ce cas-ci : 
d'ou, en proc^dant comme plus haut: 



Par suite : 



(dx\ __ (d^x\ (vdv\ 

Irf^Lo""''"*' \d^l,^^\dxl^i 



2o 
d'ou I on deduit : 



/ vdv \ ^ 
\dxlt-oi .i 
tvdvX t* 



. dx [vdv\ (^ (dv\ 

dt \dx/ji=Q f \(*x/j,-o 



dx 
' dt 



-'''-^ (^Li'" •••^M' •*" SL;'-^ •'••! 
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Subsliluaiit ces valeurs clans les integrates precedentes, nous 
aiirons 



=^'"^•1*^0 



1=0 






puisque (oules les integralcs de la pareiUhese ont pour valeur ! . 



et par consequent 



do 



Delerniinons les valeurs des expressions dc r el ^. 
De 2/ = x' (1 — x)' on lire 



^==xp-«(i-x)' *[p-(p-+-9)x], 



dou 



V == 



; t'o 



c/x 



(-] = 

\dxlo 



ydx x[\ — x) 

[p — (P -^ ?) ac]' 



= 0; V,, 

q) X (x 



2(P-?)' 



-^) 



1 /rfv\ __ 
p ' \rfx/i,. 



(p-7) 



t' 



subsliluant ces valeurs dans Texprcssion de .\, nous aurons 



N = 



4 — 



2m+^(p-g)( (p-,). 



79. C«/cwMcD=/V{l — x)Vx. 
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On sait que cette integrate a pour valeur 

r(;)-H 4)r(qfH- i) 

r(p -*-(/-+- 2) 

Mais nous allons la calculer par le procede de Laplace. 

Soil a la valeur dc x qui rend y maximum ; nous aurons , en 

P^sanl (I) = : 

p{i — a) — qfa = 0; 
doii 

V 
a = • 

Et en appelant i/a le maximum dc.,v •* 



\p -h ql \p -+- ql 



Si nous posons y==^y^, e"**, aux valeurs 0, a, 1 de x repon- 
dronl eelles — oo , 0, oo de ^; et par suite nous aurons 



D=^Vx=y./-e-^ 



dx 
dt. 



— 00 



Faisons x = a -h vt; t sera ires -petit quand x dilferera peu 
de a; v elant une fonction de x, si nous developpons x par la 
formule de Lagrange, nous obtiendrons : 

\rfx/^1.2 \rfa:V,=. 1.2.5 
d'oii * 



dx 
dt 



Id . v«\ /rf». i;'\ «• 



Substituant cette expression dans celle de D, on trouve : 



— flO 






-J 
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Or on sail que 

I 






-00 

— X 



et par suite 



D-y.v/i^[t'.-i('';J')-.-.] 



iMais nous avons pose 

* X — a 

d\)U 

et 

a: — tt 

Connne t sevanouil pourx = a, nous pourrons poser 
t* ou 1. yo — 1. y = (x — of j A -♦- B {x — a) -h C (x -- af -h •• j ; 
d ou nous deduisons par des diflferentiations sueeessives 






elc. 



et, en outre, 

t; = 



d'oii 



«.« y 



Va= 



l/A 



V 2 \ c/x» /. 



Or, I. y =/? L X -t- r/ 1. (1 — x) ; et par suite 



rfa* X* (1— x)* 
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Faisant x = a = — ^ , nous aurons : 






P? 



cl 



v.= 






-^j . Nous avons ; 



d'ou 



i?^ = [A -I- B (x — «) -f- C (x — ay -H ...]-^* 
= Ao -♦- A, (x — a) -H A,(x — o) -4- ••• ; 

_-=2A, -4-(x- a) (•".); 



dx' 



et 






= 2A,. 



Aj est le coefficient de (x — a)*, dans le developpement dei;', 
qui est : 



8 



[a -I- B (x — a) -H C (i - o)' -<- ••• ] 

3 -5._ . r 3-5 3.5 



= A *— -A 'Bri-aj + r A *-<-— ^A *.B»l(a;-o)» 



On a done 



r 3-5 3.5 -? .1 3 C 

A,= — -A » + A 'B« = r 

L 2 2.4 J 2 a! 



3.5 B» 



2.4 



Ai 



Nous avons deji troiive .4 ==  ''^*^ ; noiis obtiendrons de 
in^mc : 

(p + qY(p-q) 



\1.2.5rfxV. LSx' 3(i— x)'J. 

\1..4rfxV„ 140:* 4(i— x/l 4wV " "" 



^ 
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Substituant ccs valeurs dans Texpression de A^, on irouve, 
aprcs reduction : 

Cettc valciir, ainsi qiie celles 



\p H- g/ \p -♦. ?/ »/{p H- 7)» 

etant reniplacecs dans Texpressbn trouvee 

D = y.j/«[t,.-*-i(^-)^^...] 

nous doiiiieroiit celle de D, que nous ecrivons plus bas. 

80. Substituant maintenant les valeurs que nous venons de 
irouver (n»' 78 ct 79) : 



N = /" V (1 - x)' t/x = — ^ i 1 — 7^^^^- 



'^=•^=1/1; 



dans rexprcssiou Q ^ 1 — r » ^' rcduisant, nous obtiendrons : 

» (p-?)'W <2p9{p-^?)i ' 



, /■'■«+i 



ou, approxinialivemcnt, a cause de p et q tres-grands : 

Q=i_ liP"*L?I * L p + ? ( p-*-?)— p y 

ExEMPLE. De 1745 & 1784 on a baptise a Paris 

p = 51)3o8C garcons ; </ = 57755Jj fillcs. 
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Pour caiculer la valeur numerique dc Q, ecrivons : 



fl (p-7)' 1.2p7{p-+-7)) 



on Taisaiit 



{}> -*- ?) 



Vt 



p-+- ^^'^'' 



Pnl 



clou 



.^ 'Hp — 9)\/^^ 1^9 



p -+- (pp^ 



_ = Ig— -^^ — --^^ -I- 0,45i!29448 1. 

f* ^(p-9)l/2p77r PY 



le dernier faeteur peul se developper en une serie crcs-conver- 
gente : 



(^I 



^^ ^'\ 1.2 5.4 0.6 

On trouvera par la 

, I 

%-= 72,2511780, 

el 

1 
Q == 1 (1 — 0,0030761 -I- ...) = 1 k pcu pres, 

u. 

a cause de Icxcessive pelitesse du second lernie. 

81. Troisi^me probleme. On a observe un (jrand nombre de 
naissances p h- q des deux sexes dans un lieu A, p masculines y 
q feminines; el Von en a deduit le rapport r du nombre des tmis- 
sances des gar^ons a celui des filles. Dans un lieu B on a observe 
de meme les nombres p', q', r'. On trouve r'>r; determiner la 
probabilite que la naissance d'un (jarcon est plus probable dans le 
lieu B que dans le lieu A. 



N 
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Solution. En adoptant tes.mdmes notations que plus haul, la 
probabilite d'une valeur de x sera 

• / ydx 



POSOIIS/ 



P 

X = = -H 0, 



a = — ^ clant la valeur de x qui repond au maximum de y, Aux 
limites a: = Jo repondent les limites 



F+9 



la probabilite d'une valeur de 6 sera done 



\P -4- O / \1 



' sVde 






fydx 



Calcul G^e N. On a : 



LfJL_ ^eV (-J- -oy==i.-P:^ . pi. (l -. P-:^,) 

ill P-^9 \ , P^9^ P-*-7 (p-^-?)'®' 

^ \ q I (p-^q)"^ P 'V 

^,P:^e^«(^:!::^9«=i.-^ ^^^e^; 

^ q ' 2p* (p-*-?)'^ 2p» 

en s'arretant a la deuxieme puissance de 6; cl par suite : 



' \p + q I (p+?)' 






Calcul de D. En reprenant la valeur trouvte dans le probl^me 
precedent (n® 80), et nous arr^tant au premier lerme, nous aurons : 



D= / yrfx = 



pPq^[/n V'ipq 



iP -^ l)'^ »/(pH^/)' 
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Substituant Fes valeurs de N el D dans rexpression de P^, 
nous obtiendrons : 



\a (p-H^Qt 



^ N cto . / p -*- qf ^ . 
* D V/?r V 2p9 ^^^ 

Nous trouverions de m^me, pour la probabilite d'une valeur 6' 
dans le lieu B, en posant a' = -7^, == 6' : 



La probabilite des valeurs simultanees 6 et 6' sera done : 



T V 4P9P'?' 

Posons x' = X -h ^; x' sera >x pour < positif ; el Ton aura 

P' , P 



pn-g 

nous avons k determiner la probabilite que t est conipris enlre 
et 1. Comme x est independant de x, et par suite 6' de 6, ia 
differentiation de I'^galile precedente donnera : 

et en substituant dans Texpression de P«,Pi, les valeurs que nous 
venons de trouver, nous pbtiendrons 



p,p- =i \/(P±«]!(Pj!L?Xd,dt'e-(^«*+««<'-»)»*<<'-*W , 



ipqp'q 

expression dans laquelle 



P'7 — P9' . i (P -*- 9) (P' + ?') 



(P + 9) (P' -^ 7') ' 2p? 2p'v 

2p'9' ' 2p'</' 



'„' ' 
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ConverlissaiU Texposanl en iin carre, (H posant 



2p'?' (p + g)' -f- 2p9 (p' + 9')* 
on irouve 



Integrant entre les liinites 

B = } et « = < » 

nous determinerons la probability que x eit sont tous deux com- 
pris entre et 1, ou, comme x est necessairement compris entre 
ces limites , la probability que t y est compris , ou que x' est > x. 
Nous aurons ainsi 



Le faeleur e~*^ ^* devenant Ircs-petit pour les valeurs de 0, qui 
sont prises au del5 des limites jusqu'5 db oo, on pent etendre les 
limites relatives a 6 jusqu'^ db oo , et Ton aura ainsi, en posant 

A[ ]« = T«: 

P=-/* e-'- dr rc-'*t'-*>M« 

et comme e~**^*"*^* est tres-petit au deli des limites t = \ , on 
pent egalement Etendre celles-ci jusqu'a db oo, ce qui donne : 



o 



( ^^^ ) 

ou, en faisanl k(t — li) = ti : 
expression dans laquelle 

^leh^ (p -H q) (p' ^ g') (p'9 - p9'f ' 

ExEMPLE. A Paris on a : 

« =593386, a =577555; r=^=— , 
a Londres : 

«' = 757629, o' = 648958; r=^ = — • 

La formule preeedenle donnera 



328269 



II y a done 328268 a parier contre 1 qu'ft Londres la proba- 
bilite de la naissanee d'un gareon est plus grande qu a Paris. 

82. QuATRitME PROBLEME. Chercficr la probabilite P que la pos- 
sibilite x de la naissanee d'un gareon est comprise entre les limites 
"^ ± V.Z, z etant un petit nombre. 

Solution. En designant par a et ^ ees limites, et par ij la Tone- 
lion precedente y = of[l — xf, la probabilite cherchee sera : 

P= ^ = — . 

fydx D 



Cakul de D. Nous avons vu (n° 79) que 




{iHi ) 

en aegiigcaiit Ics puissances de 



*_.. ^ ' tA'V/" 

;>+v' • / /(Pl.y\ V (;> + (/)' 

Calcul de N. Si nous posons ic = a -f- r„0, au\ limiles donnees 
ac = j ^ repondroiu celles 



^-a 



«o 



[X — o 



que nous supposerons respeciivement egales iadbz; eten repre- 
nanl la valeur de x donnee preccdemment (n" 79) 



X ou 
nous en d^duirons : 



1 /rf.v*\ , 
a -^ v^9 = a -h Vat -h - [ -, — r -H ••• 

2 \ rfx /„ 

is I 

». 2 \ rfx /. 
t =9 — - - »*, 

», 2 \ aa: /, 

Va \ rf^ /. 

d'ou nous tirerons : 

D \/7rs/ 

£xEMPLE d'apri^.s PoissoN. p -h q ^:^ 9656135, nombre des nais- 
sances en France pendant les dix annees 1 81 7-1 826; p=4981 5G6, 
nombre des gargons. On aura 

probabilite que x est compris enlre 0,5159 d= 0^00025z; si i on 
prend js = 3, on trouve 

P = 0,999978, probability que x est entre 0,5159 di 0,0007. 



( <83 ) 

83. C1NQUI16HE PROBL^ME. En supposant certain, trouver la 
probabilite U que sum naissances le nombre des garcons ne sera 
pas superieur a u. (Voir n" 81.) 

Solution. Soil E Tevenement donl il s'agit : eel ivenement 
pourra Aire amene en general en supposant que surn — w -^ * 
naissances, il y ait n — w lilies et k gargons, sans que le dernier 
tii soit un garcon. 

Comme les * ganjons peuverit prendre alors chacune des 
n — u-hk — l premieres places, la probabilite de eel ev^ne- 
menl, pour une valeur determinee de A, sera : 

(n — 11 -+- A — 1) (n — tt -+- fc — 2) ... (n — tt) 

TaTjfc (* - ^)'"" ^• 

Mais r^venemenl E pouvant Aire anaene par loutes les valeurs 
de * depuis 1 jusque u, la probabilite cherchee sera 

n__X (n~-t/-4-^--1)(n-~n-4 -fe-.^)...(n~u). 

I 
= g"-" j 1 -H (n - ii)p H- ^^ ^A— fp^ ^ ... 

(n — ii)...(n — i) ) 
* i.2...u P'i (A) 

en posanlfl;=p et 1 — x^=q, 

Transformons le second membre en une intigrale definie. 
Par des intigralions successives par parties, on obtient : 

(m — i)(« — 2)...(n-Z-t-j)y (4 -t- y)*-'+' ) ' 
Pour / = ti, on a : 

nC-^!^ c y^ !f y- ti(u~i) y^ 

J (4H-y)«H-i (i^y). n^4(i^y)- * („-_ j)(„_2)(^^y .-.— ' 

t<(M~-1)...2.i i 

(n~-1)(n — 2)...(n— tt)(i4-y)— ' 

43 




( i84 ) 
Et par suite 






p 
* 



[n— l){n-2)...(n — tt)J' 



(n— l)(n— 2)...{n — tt). 
y"dy ti(u — i) ... 2 .i 



V (l-yr («-l)(n-2)...(n-«) 
Or le quotient de ces deux expressions est egal a 

c'est-i-dire k la valeur pr^c^demment trouvie pour II. Nous avons 
done 



5 



Si nous posons Y = .^ ^.,^ , nous aurons : 

p . 



p 

9 



84. Calcul de D. Appelons a la valeur de y qui rend Y maxi- 
mum; Ya ce maximum; nous trouverons par dY = : 



u 



n -t- i — ii' 
et 

«• (n H- 1 — 1*)"+*- 



Y.= 



(n+l)-^ 



et si nous faisons Y = Yae"'', aux limites y== \a repondront 
eelles t^=B jo , et nous aurons par suite 

dy 



/-y*_Y./ r^..| 



r 



( 185 ) 

Piiisque t devient nul pour j/=a, il doit renfermer le facteur 
y — a =y'\ et fi le facteur ?/'*; nous pourrons done poser 

(* = y'^ [A -+- By' ^ Ctj"^ +...] = 1. Y. — 1. Y. 

On trouvera 

ircf'l.Yn ^ IrtPJ.Y-i 
A = — -— ; B = — — - ; etc. ^ 

et en substituant dans Texpression de fi : 

, 1n/«l.Yl , irePl.Yi 
5>L df X^a CiLrf/ J,=.^ 

Comme y' est nul pour i = 0, on peul poser 
et Inequation precedenle deviendra : 

egalant a zero les coefficients des differentes puissances de t : 



4 



2 \ rfy /. A dy^ /. 6 \ dy^ K 



Si nous substituons dans ces equations les valeurs 



a = ; 1. Y = wl.t/— (n+ 1)1.(1 ^-y); 

W H- 1 U 



d'ou 



[^ I. Y\ __ (n ^ i — u) ' /cP I. Y\ ^ 2 (n-*- 1 - w)* (n-^- d -+- n] 
Xdy^Ja" u{n^\f ' \ dy^ /."" ti>Mhi)* 



I ces equations donneront : 



* *-" V (n + i — «)'' ^ "" 3 (n -4- i — w)'' 



s 



(186) 
cela pose, si nous substituons dans D a ^ sa valeur 

dy dy' 




dt dt 
nous aurons 



o' -+- 2a"/ -+-..-, 



D-TYdj-Y./ 



dl 



=y,\a'fe-''dt-i'ia"f'e-''tdt+Za"'fe-^edt+Hc'\ 

L- —to — OD —9 -J 

=YJa' 1/^4--^ o'" V/^ + etc. J , 
k cause de 

Lorsque n, u, et n — u sont tres-grands, on a, a peu pr^s : 

85. Calad de N =f^Ydy. 

p 

Cherchons d'abord les limites de t, qui correspondent a celles 
de j/=={j», et appelons k^ la valeur de fly r^pondant i j/ = ?. 

Comme /* = 1. Y, — I. Y, et que 

V» w- (n -f- i — m)-+*— 



on aura 

t# n -4- i — u 
*'•=•'*• -1 --+(»n-4 — «)1.— -; (o) 

m 

d'ou ^ = db A: pour y =|. 

On devra prendre le signe -+- si ^ > a^ et le signe — si £ <a. 
Car y=a donne ^=0, et y ^ a donnera / ^ ; / sera done 
positif ou n^gatif selon que y sera plus grand ou plus petit 
que a. 






( 187) 
Premier coa ; | > o. Nous adrons : 



N= /*Ydy = Y. /^-»dt^ = Y. /e-''dt [o'-»- 2a"t ■*• .••] 



» * 



= Y, [a' /'e-rft + 2a" . ^e^"] = Y.o' /"V-rft + o" Y.e"*'. 
Par suite^ en substituant a N et D leurs valeurs : 



o" 



n = - = — - f e-^'dt^ — -e-^i 
or on a : * 

a' l/2(« + 1+ii) (n + tt)l/r , 

— ^ a peu pres ; 



"' 3 l/ti(n-*- 1— w)(n-*- 1) 3 l/nw (n — u) 
d'oii 



«=i^r«- 



(n -»- u) l/2 » 

-» rfe -+- ^^ — e-** , pour ^ > a. (6) 

3 l/fitt (n — w) sr 9 



Deuxieme cas .* ^ < a. Nous aurons dans ce cas 






■"e-" 



= Ya a'J^t-^di + na(iC're-'''tdt 

-v.4>-/-]-v 

= Y.o' V/t — Y,o'/"e-'*d« -t- Y.o"e-*'; 

substituant cette valeur, ainsi que eelle de D = Yo'v/t dans 
Texpression de 11, on obtient : 



n = 1 / e-'« 



-'•d^ ^. .JL_ e-*- 



* /*" . , (n -h ti) V/2 „ P ^ / V 



( 188 ) 

86. Sixii^ME PROBLi^ME. TrouvcT^la pTobabiUte P' qu€ SUV H^p-^^i 
naissanceSy le nombre de gargons ne sera pas superieur a u. 

Solution: Comme 6 n'est pas certain, et que sa probabiNte est 
<n* 82) : 

?:= — /' e-^ [i - e». 0,00002], 

la probabilit(^ cherchee sera 

P' = n . P, 

n ayant la valeur determinee dans le probi^me precedent. 

Septieme PROBLi^ME. En supposant 6 certain, chercher la pro- 
babilite W que sur un grand nombre n de gargons ne surpasse 

n n — 1 

pew U = ^, OU U=-^. 

Solution. Premier cos : n pair. 
Nous avons eu (n® 85) : 

u n , » 

o = = --, P>9> donc->o; 

n -+- i — u n -+- 2 q 

nous aurons done k appliquer les formules (a) et (6) : 

i /^ V/2 

n' = — - / e'^dt-i- c-** .... (6') 

k 

jt« — - _ 1 I I . [a) 

2 *2p(n-+-i) 2 '2g(n + i) 

Deuxieme cos : n impair. Alors 

n — i n — i 

done 

->o; 
9 

les m^mes formules donneront : 






1/2 
c-'"*H--^c-*' (6") 

l/flTT 
ft 

2 2p(n-t-1) 2 2(jf(n-*-1) 



^ 



(i89) 

87. HuiTiEMB PROBL^ME. Chevcher Id probabilite P' qtie sur tm 
grand nombre n de naissances le nombre des gar^ons ne mr- 
passera pas celui des filles. 

Solution. 6 n'etant pas certain, et sa probabilite etant P (n^ 82), 

on aura 

P' = P.n'. 

Premier exemple. Soit n^ 16000, nombre des naissances an- 
nuelles dans un departement fran^ais d'une population moyenne; 

p = 0,5i59 -4- 0.0,00023 (voir le n» 82) ; 
5f = 0,484i— 0.0,00023 

n etant pair, la formule (6') donnera 






or 



k 

si Ton remplace dans les facteurs algebriques A: par sa valeur de- 
duite de la formule (a'); on en tire en la developpant et y rem- 
placant n,pyq par leurs valeurs 

k^ = 6,i028 + e. 6,i76i -^ e».0,00i27 + • • 

d'ou . 

J =0,2024 — d.0,0829. 

On aura par suite 

. n' =.— e-** (0,2012 — . 0,00023), 

La valeur de P trouvie au n' 82 est 

P = -^ / %-^ [1 — e». 0,00002] do; 
et par consequent 

P'=Pn'= ^f e-^de (i — 6» . 0,00002) • -^ e-**(0,20i 2- o . 0,0023) 

_0,20i_2 ^.^.,^y,^ 



(190) 

car, e-'**^*> ^tant excessivement faible aux limiles = dt 3, on 
peui etendre celles*ci a db oo. 
Si Ton pose 

Q^___^ 0,i761 

l/i,00i27 2.1,00427' 

on aura, h fort peu pres 

**H-^==6'«:f. 6,0951, 
et par suite 

P' = - — / e-B'W 

7r\/i,00127 -» 

0,201 4 e-*-**' i 

= ,^. = 0,000256 = -— environ. 

l^TT. 1,00127 ^000 

On peut done parier 4000 centre i que le nombre des gar- 
<;ons surpassera eelui des fliles. 

Deuxi^me exemple. Trouver la probabilite P' qu'd Paris , parmi 
les enfants naturels, le nombre des naissances annuelles des gar- 
^ons n'excedera pas celui des filles. 

Les resultats de treize annies (1815-1827) ont donne, pour le 
nombre des enfants naturels, 12S404, et pour celui des gardens, 
62239. 

Le quatri^me probleme (n® 82) d^onnera 

p = 0,50847 -h e . 0,002021 
q rs 0,491 53 — 9 . 0,002021 . 



Par suite, d apres la formule du n*' 87 : 

-3 



P'= P'n'= — = /• n'e-»*(i — «». 0,000092)d9. 



Soit n = 10000, nombre moyen des naissances annuelles ill6- 
gitimes k Paris ; nous aurons a appliquer les formules (a') et (6') 
du n'^ 88 : 



V^J V WTT 

., w n n -H 2 , II 
/t' = - 1. H 1. 



2 2;>(/t-+-l) 2 pq{n^i) 




.( i91 ) 
Pour faciliter les calculs , posons 

0,00847 + e . 0,002021 =-a: 

2 

«t nous aurons 

^ 2 2 ' 2 2 

ou 

« -*- i . ,, .V 1 . i -*- a n -4- 1 

2 



*« ^ ,.(,_«.). -,.__ = :L2Li..^„ 



en negligeant les termes de Tordre ^. 

Si nous faisdns 

n-f- 1 

d^ou 

p «0,i 979 -f-e. 0,2858, 
nous trouverons : 

i 

—^ «'-+- «j =|S+ r;= i peu pres; 
et par suite 

V/2n 
d'ou 



f'e-'d^^r 



_fl» • / -* ^ /- viiS+T) 



t/w^ V/2n \/n V WTT 

= -L /"e-./. ^ -5i (v/2 - 4-) 

= — r- / e~^**df H — ::=-T , en changeant t en |3^ 



On aura done 



P'=— n[^ /'*c-^'''de + --^je-®*{i--e».0,000092)(ie 



— 0» 



-^,ff-^^^'^ * ;ps/''-^*- 



( 492 ) . 
Or on a 

avn 



P e-^'>'pdi = ^y^^.,. e~ '^ , a=l,i979; 6 = 0,2858;^ 



— OB 



ct 



/ 



— OB 



e'^^^de = 



l/^ 



(i ^ 6')« 
En posant 

at a 



= !?, g=sC 



nous aufons 

ode ••* 



/ode --^ • . 



et comme ^ > 4, on peut etendre la limite superieure jusqifi ao ; 
de sorte que 

P'=— - / JT^dM -H - ^ 

V^J l/anTT (i H- 6«) 

Au moyen de la Table de Kramp, on trouvera : 

i 
P' = 0,0638 = — a peu pres. 

15 

II n'y a done pas tout a fait 15 a parier contre 1 qu'^ Paris le 
nombre des naissanees annuelles ill^gitimes des garcons exeedera 
eelui des filles. 

Remarque. La probabilite que dans un intervalle de treize ans 
le nombre des naissanees feminines illegitimcs exeedera au moins 
une fois eelui des masculines est 

Q = i — (i — p')«= i — (0,9362)"= 9,424 = -• 

3 

88. Neuvi^me problibme. Determiner la probability P que 4a 
superiority du nombre des naissanees masculines sur les femi- 
nines se maintiendra pendant i annees. 



f\ 



(m) 

Solution. Soiip le nombre observe des naissances masculines; 
q celui des feminines ; 2n celui des naissances annuelles. 

X la probabilite de la naissance d'un gar^on; 1 — x, d'une 

fille; et soil, pour une valeur determinee de x : 
y' ia probabilite de la naissance de p gar<;ons et de q filles; 
z la probability qu'apr^s un an le nombre des naissances 

masculines surpassera celui des feminines ; 
z' la probabilite que cette superiority se maintiendra pendant 

t annees. 
La probability demand^e sera, pour toutes les valeurs possi- 
bles de X : 

/'z'y'dx 

ft^dx 



Si nous appelons c le coefficient du terme y = oc' (I — x)' du 
developpement de (xh- 1 — x)*^, nous aurons y' = cy, et par 
suite 



P = 



f^ydx 



Pour determiner z^ nous n'aurons qu'k changer, dans la for- 
mule (A) du cinquieme probleme (n° 83) p en g, g en p = x, w 
en w — 1 , n en 2n, ce qui donnera : 

• («-*-*)(«-^2)...(2n-l)^^_^j._.) 



i.2...n — 4 



ou bien (n** 83) ; 



1*— * 



z = 



du 



X 






•-I 

du 



,«••+« 



K 



( 194 ) 
Si nous posons 



i-s . i \ 



u = ; done s = 



? 






aux limites 0, -^ » oo de u repondront celles 1, x et de s ; de 
sorte que nous aurons 







/**«- (i - «)-• ds 

D^rivonS) en observant que le d^nominateur est constant; 
nous trouverons 

dz x— • (1 — x)"~* d'z — nx-' (4 — x)-* -f- (n— I ) x* (i — x)*;^* 
dx 



dz X—* {\ — x)-* rf*2 dz « — (2n — 1) x 



y %- (4 -. 5)-* cfa ' ^^' f'8^[\'-sY-'ds 



zdx 





/* «• ( I — «)-* rf« ' «^^' «^^ X (x — 1 ) 



Si nous posons Y = z'y = z'af (I — x)', Texpression de P sera 



p=* 



P"^ N 



/*yrf* » 



Appeions a' la valeur de x qui rend Y maximum; a celle qui 
rend y maximum ; le deuxieme probleme (n® 77) donne : 

y* Ydx = Y„, I/tt V,. ; f ydx = i/„ \^t: v, . 



et, par consequent 

89. Calcul de N. Pour determiner sa valeur, nous avons 
d'abord a chercher celles dc a^z^,yi\,. 



( ^93) 



^^ Calcul de a'. De^ = on tire, en changeant x en a' : 



o=p.(l-a')-^.a'(i-«')^-g«'.= J + .-(^^[-ji, 



ce qui donne 



p to"*' {i — a')' 

6 

Soil a = s" (I -^ «)*"*, a la valeur de s qui rend a maximum, 
(7^ ce maximum, a elant 6gal a ^^ = ja peu pres, a^ , et, i 
plus forle raison, a est tr^s-petil; on aura done : 

/^«» (i — 8)--* ds = y S" (i — S)*-* d« = <Ta Vic Vfl;. 
I. ^^ — 1. (T = (8 — «)• [A -4- B (S — a) -4- ...J , 

expression dans laquelle A= — \ [l5^J. ' ^ '^^z ' 

et, par suite, 

fr{\ ^sy-'ds^ ^ 1 =IiT>5 

(2n — 1) * *^ 




de sorte que la valeur de a' deviendra : 



o — 



• • 



(0 



Posons 

a' ^-H,. (2) 

p + 9 

fx sera une quantity tr^s-petite. 



( 196 ) 
Calcul de fx. Substituons dans (1) a a', sa valeur (2) : 



•■(: 



P V P 



p-i-q 



"ViTh-')'^'^- 



(P'^q)\/^ 



xp-^ql p-^qx p I \ P '\ 9 ' \p-¥-ql 



(p^q)\/^ 

d*oii 9 en n^gligeant les puissances de p : 



...=.K'['-(^r] 



(p + qf l/^ 









et, par consequent, 



fA = i V^n- 



1 



\p -4- qI 



J 



2"* Cakul de z^,. Nous avons 






• («) 



z,.= 



/•' s** (i — «)"-y« y"* 5" (i — s)-«djf 

I •» 



Posons 



5 = a -4- 



n 



2n — 1 



6. 



Si dans la formule (B) du troisi^me probl^me nous faisons 

p = n, q = n^\, 



nous trouverons 



s"(1— «)"-*rfs do_. /(2n— i)» 

'%«M — «^— »/^ ~\/^^ 2n (n — f 



(«"-«»» 01 



/ s«(i-«)-*(fa »/ 



e *"^"-*' I 



r^ 



( 197 ) 
et par suite 



/V{1 — s)-'*r V 



/^y <in[n — \)J . 



"-^. 



V/ir V 2n(n— 4)y 



(*•-*)» 



6« 



Jn-4 



li cause de la valeur tr^s- petite de Texpression sous le signey 
pour 9 = 1. 

Si nous faisons enfin 

(2n — i)V 



2n(« — i) 
d'oii 



= <S 



- /2n(n— i) p n 

V (2n — i' '^ 



(2n — i)' p + ? T 2n — i' 
et 

V 2n(ii — i)L p-4-qf p-*-<y '^J 

nous aurons 

V Calculdev^,. Nous aurons, en procedant eomme au n®79 ; 
««=1.Y.. — l.Y = (x — a')*[A^.B(x--a') + ...], 



ou 



2 V dx' I.. 



Or 

1. Y =! p 1, z ■*- »■ 1. a + o 1. (1 — ») ; 
d'ou 

2 dx* ~ 2x''*"2«d«' 2 Izrf J "^ 2 (1 — x)* ' 
et 

4 i 









'\i 



2 (1 — a') 



(498) 
Substituant les valeurs trouvces dans {'expression de N : 



N=Y..v..l/ir= 



v/i'"-«')**'«^-'-^<'-')-[(^H^)j 



Mais nous avons trouve (n** 89) : 



a = 



p-^q 



f*; 







done 



a' \zdxla' 



i-a" 



\zdx)^, ia' (1 — a') ' 



/(Pz\ /^\ n(2w — <)a' ft (p -f- y)n(2n — 1) ^ 
lld?/..'^ Urfx/.. ' a' (i - a') ^ tV» (i — aj ' 



de sorte que : 



a'^»^i,(l — o')*^l/2i^ 



V^v/j.-^'^'h*-*)-* 



(p+v)' 



P9 L « 



P+ff 



+-2nL*| 



li nous resle k determiner o"** {{ — o')***> <!"• est egal ^ : 



or 



-^'-^Ai^n^n 



P-+-? 



1 -•- — ft 



Ib-H"^} 



d'oii 



,..,„_.-).=,. (j^^)'(^)'_o,^„,.t 



^p -»- qf/ \p -4- q/ 2pq 



=i!(_^)'(_L.)- 

(\p-*-o/ \p+ a/ 



e *w 



ip-*-^/ \p+^) 
en negligeant les puissances sup^rieures de p. 






r\ 



i 



( *99 ) 
Nous aurons par suite 

(p-^q)\p-^ql \p-^ql 
et 



ie±i^/*. 



N = 



(p ^ ^)' ^p -^ql \p-^ql "' ' ^ 



90. Cafcttf de D. Nous avons (n* 79) : 

D =f'ydx =.y„v. VlT. 



Or dans le probl^me 2 (n** 79) nous avons trouve : 

\p -\-ql \« -f- ql 



\ ' {p+q)Vp-*-q 

et,,par cons^uent, 



tj.= 



»_[-i-)'(_i_)y_aLv/^. 

\p -♦- 9/ \p -♦- 9/ '^ p -4- qr ▼ P -♦- ? 
et enfin 

p=-= ?!iZ (C) 

ExBMPLE. Soit pour 1784>) a Paris : 

n = 963675; p= 393386; g= 377555; t = 100. 

La formule (a) donne f^; (6) donne 2.. et enfin (c) donne 
P = 0,782. 

II y avait done afnsi, k la fin de 1784, pr^s de quatre k parier 
contre un que dans Tespace d*un siecle le nombre des naissances 
des gar^ons l^emporterait ehaque ann^e, k Paris, sur celui des 
fiUes. 

i4 



( 200 ) 



CHAPITRE VI. 



, TH£0R£ME inverse DE BERNOUILLI OU TH£0R£ME DE BAYES. 



91. Sixet \ — X designent les probabilites inconniies de deux 
evenements contraires \ et B, et qu'apres un tres-grand nombre 
|x = p H- q d'epreuves I'evenement A soit arrive p fois, retime- 
ment B,q fois, on aura la probabilite : 






que X est compris entre 



y/M. 



DEMONSTRATION. Si nous posons y=3if (I — ac)' , la probabilite 
de rhypothese d'une valeur de x sera (n° 70) : 

ydx 



fydi 



et la probability P que la valeur de x est comprise entre a et 6 
sera : 



p= 



f'ydx D 



Calcul de N. Soit a:=£H-j3, et a', 6' les limites de z repon- 
dant k celles a, 6 de x; nous aurons : 

-/»-9^/'(-?)'('-?)'- 



/ 



■S 



( 20i ) 
D^veloppons les facteurs sous^ le signe jT: 



d^ou : 






Po6ons 



ftV 



d*ou 



et 



/I i\ fiV . 



(a) 



et d^signons par — c et + c les limites de t qui r^pondent h eelles 
a' et 6' de J7, ou a et 6 de X ; nous aurons k determiner ces der- 
ni^res en fonction de c. 

L'expression de N deviendra par la sul^titution des valeurs 
prcedentes 






— e 






r ^t 



en negligeant les termes de Tordre - • 

Calcul de D. Appelons /=» [/^ el /' = — ^/^ les limites de t 
correspondant a eelles 1 et de x; nous aurons : 



^ 



( 202 ) 

pourvu que I et /' soient superieurs & 4 en valeur absolue, on 
pourra etendre ces limites jusqu'^ dboo ; et Ton aura : 



D=q!y/52^- 



Par suite 



— e 

ft 

probabilite que x est compris entre a et 6, ou, d'apr^s la for- 
mule (a) 9 entre 

^dzcy ^; C.Q.F.D. 



TH£0R£ME DE LAPLACE SUR LA PROBABILITE DES RfiSULTATS 

MOYENS DES OBSERVATIONS. 

92. Les valeurs observees en pn-PfH i-pi = fx epreuves 

etaht p fois w, pi fois W| , etc., p* fois w,, le resultal moyen appro- 
che des observations sera 



/ 



PW -t- OjU?, H \- p.Wi IPiW: 

m = -^ f i — 5 

et si Xy X4 ... Xi designent les probabilites inconnttes des evenemenls 
exclusifs w, W| ... Wi, de telle sorte que 

X -H X| -+- ••• -f- X,- = 4 , 

I'eocpression 

sera le resultat moyen vrai des observations; cela pose, il y aura 
une probabilite 

p=4- re-"rf« 

i 

que Vecart v — m sera compris entre ks limites 

±il/22;p.(w\— m)* 
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^/2j 2p,tg; pp*^*yy 



fx, p, ... Pj etant de grands nombres du meme ordre. 



Premier cas. — Beaz ^T^nemenUi. 

DEMONSTRATION. Dans ce cas les donn^es pr^cedentes se r£- 
duisent h 

Soil A* le coefficient de oj^orf' dans le d^veloppement du bindme 
(x-+-X|)^; la probabilH^ que r^v^nement w arrive p fois, Wi, 
q fois sera 

y kx^x\' = k^ (1 - xf' \ 

ou, en remplagant x par ^^^^^ > 1 — x par ^^^^ : 






Supposons u;|>t(;; toutes les valeurs det7seront comprises 
entre w ei u?| , et la probabilite d'une valeur de v sera par conse- 
quent : 



(r — tt?i)' (v -— wY' dv 



\W—%Dil \W — Wil 

,/ \W — toj W— M?i/ * 

w 

et par suite, la probabilite P, que v est compris entre a et 6, sera : 

y * (v — WiY (w — vY' dv 



P = " 



/'"(v-tD,Y{w—vY'dv ^ 



w 



93. Calcul de N, Posons avec Laplace 



pw H--»,w;i 
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dv = az; z = v — m = v — 



ecarl entre la valeur vraie et la valeur moyenne; cl soieni a, (3 
les limites de z qui repondent a celles a, 6 de x; nous aurons : 

N = /'* {v — WiY (u? — vY' dv 

xfiT J L p (w — tl?,) J L Pl (ti7 — ti?,) J 



a 



D^veloppons les facteurs sous le signe /*: 

r, v-z Y pi.fi.4.. ^^. V j!ii^_i A^'" ^1 i^^^ 

M^ \ ls=C ^ P(«-«'l)J--g v-toi 8p{w-W|)«^5|»«(»-W|)» 

L p(tt;— toJJ 

r f*« T* PiiTi ^5fi__i A*» i fit2* I /.»«» 

L p« (ti;— ti?j) J 

Substituant dans Texpression de N, nous aurons: 






et si nous posons 
• d'oii 



— ii?,)» \p p,/ 



et que nous designions par — c, c les limites de t qui repondent 
a celles a, |3 de j^, nous pourrons ^crire, en supprimant les fac- 
teurs qui sortiront du signey] parce qu'ils se trouveront egale- 
ment dans D : * 

/e *(Pi-P) ^ 



— e 



J, L 5l/2f*pp, J 




I 
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Les termes entre parentheses sont au moins de I'ordre p- : on 
a done, h cet ordre prSs : / 



— e 



94. Caloil de D. Soient I', I les limites de t qui repondent a 
cellesu7y u;| de t? : ^ 

D = /' e-^*dt. 

Mais a 



I' 



f»i 



' P+Pi H- 



w =s J repondent z=^\ » 



\w — 



F+PI 



et par suite, puisque 



t = z 



VI 



\i.V \>. 



2(W7 — tt7,)\/ppi 



on a : ( == 






il s'ensuit que / et {' sont de trSs-grands nombres de l^rdre l/fT, 
et qu'on pourra les remplaeer par d= oo , ee qui donnera 



Par consequent , 



D = V^. 






probabiiite que t; est compris entre a et 6. 

Mais nous avons designe par — c et c les limites correspon- 
dantes de f , et eomme 



v = m + z 



„. . .% / 2/>Pi (ti^ ~ u?i)* 



il en resulte que 



etque 



a^^m — cV 
b = fn -f- cl/" 



'-;?-./'"''"• 



/ 



J 



•^ 
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est la probabilite que i; est compris entre 



ou que I'icart v — m est compris ehtre 



-^/2{p(tr — »!)•-+- p,(ii?,— m)«j; 



en effet, la fraction ^' ^^ ^'^ se transforme aisement en : 






=p|_ j^ ^j -Hp.[-— J 



PrEII1£RE REMARQUE. Si 



on a 



p 



P-^Pt 
alors 

est la probability que x est compris entre 






P _._.%/ 2ppi 



P-*-Pt ^ (P + Pt)' 

ce qui est le theoreme inverse de Bernouilli. 

Deuxieme REMARQUE, l*" Si c, ct par suite .P, restent constants, 
les limites se resserreront a mcsure que |x augmente. 

2** Si les limites d=-\/ restent constantes, ce qui exige 
que c augmente avec ^, on voit que P s'approche de 1 i mesure 
que |x augmente. 
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DeuxUtne cat. — Vr«la ^T^BemeBto. 

9S. M. Bienayme a demontre ce theoreme directement , et de 
la maniSre la plus generate , dans le tome V des Memoires des 
savants etrangers. 

Nous exposerons sa demonstration pour le cas de trois evene- 
ments observes. 

Dans ee cas nous'avons 

p H- Pi -+- p, = ft 
X -♦- X| -*- ac, = 1 ; 



X et Xi seront des fonctioiis de t; et de Xj|. 

Nous supposerons wKwiKip^^de sorte que toutes les valeurs 
possibles de t; seront comprises entre u; et u;). 

Soil k le coefficient du terme en x'x^'x^* dans le developpement 

du polyndme 

(x -4- X, ^ X,)'* ; 

la probabilite que w arrive p fois, te^o Pi fois, w^y p^ fois, sera, 
dans rhypoth^e d une valeur certaine de t; : 

fcx'xj'xj'; 

et par suite la probabilite de Fhypothese d'une valeur de v sera 

(n» 69) 

x'xj^xj* 

iafxf»xj* 

et la probabilite que t; est compris entre a et 6 sera 

2x''xr»xf* 

II 

Zx'xf^xf* 

w 

Pour passer au cas de la continuity, multiplions par dx^ et dv. 



^ 
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et integrons en sous-en tendant les limites relatives a x^ : nous 
aurons : 

P = ^H ' = S 

jy^*X^X\^X\Hlx^V ^ 

w 

Posons 

P Pi Pt 

x= — Hz; Xi = — -i- Zi'f xj = — -*- ««; 
II fi II 



nous aurons : 



v 



dou 



u — z, (u?t — fcA u — z, (ti?j — u?,) 

z = ; Zi= ; 

to — W^ Wi — W 



et si noiis designons par a\ b' les limites de w qui repondenl a ^ 
eelles a,6det;, pons aurons I'expression suivante de N. 
96. Calcul de N. 

a' 

ou en developpant comme plus haut (n" 92). 

a' 

et, eliminant z^ el z: 

, *{«»-» i)*r«L p* 7i ^ p J 



Faisons pour abreger 

pi *" Pi "^ P *" ' \ Pi P / 

\P P,/ 
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N s'ecrira : 



j^^P^jT^ry^.-,^,^-,,^ ••)-] ^ 



et SI nous posons 



y 



(^'"S' 



[w — toi) 1/2 
d'ou 

i5t=^ T^ — y-+--.;-^^= 7 — rfy; 

/E^A A fxA 

nous aurons : 

O' 



Or le facteur 

8 



3 \p; / 



e 

peut £tre supprime comme ne diff^rant de 1 que de quanrites de 
l'ordrer7=oup=' vu les valeurs de A el de y, qui sont respec- 
tivement de I'ordre r^ et t^LT. 

li resulte egalement de ceci qu'on peut etendre ies limites 
de y, quelles qu'elles soient, de — 00 jusqu a -f-oo , et par suite 
rdye~^* ^tant egal a I/tt, on aura 

N = ^ ^'/' ^ '-IX—y/T: I due JXii--.)*, 



f*'* f*A 

a' 
CA«— B« 



D^veloppons la fraction ^_ °^ 
Nous avons pos6 



p« p, p \p p,/ pp, 



d'ou 



CA*=t**— i — (u?,— u?r— u'^ hu* — T — \ — h 

VVxVt PPi PPi L Vp Pi J 



/ 



/* 
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De plus 

L PJ P' PPi J 

^ , [" («?»—«?)* (w>— tt;,)* (Wj— ti?)»H- (ti;,— tt7|)*— (w,— «?)* -1 

L Pi p* ^ ppi J 

ppiL pi p -I ppi ' 

ppi L Pi p J pPi 

et si nous faisons 



V 2pp4p,A* 



tt = e y ^ ^ ^/ ; du = dt\/ I 

en prenant — c et c pour les limites de t qui repondent a celles 
a et 6 de i;, nous aurons 



f*^ UA V p8 ^^ 

97. Calcul de D. En appelant /' et / les limites de t qui re- 
pondent a celles w eiWij^A^Vy nous aurons 



fl'* pA V p» a/ 

Gomme aux limites ti; et u;^ de v, repondent celles 

'pw -4- p^Wi -+- p,tt?, p (m;j — ti?) -4- p, (y;, — tr,) 

et pM? -4- Pitt?, -f- p^u;* p, (u?,— tt?) -f- Pj (tt?, — w) 

w = deu, 

il en resulte que les limites correspondantes /' et / de ^ seront 

^, _ Pi (Wj—w) -k- p, (tt;, - w) ^^ 
" / l/2pp.p,A« 
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m 

I P ^"'« ~ ""^ "*" P* ^^* ~ "'«) I X-  

ces limites itanl de rordreV/JI, on peut les itendre de — oo a 
-f- 00 , el alors 

/" e-*'dt =/• e-'-dt = W^ ; 

V — « 

de sorte qu'en divisant N par D nous obliendrons 
probabilite que v est compris entre (n*'* 95 et 96) : 



. /2ppip,A* 



II nous reste a donner & ces limites Texpression formulee dans 
Tenonce. 

En remplagant A^ par sa valeur, nous auron$ : 



^ V ~ K/'-^-P* ■*■?«) PP»(^~*«^«)*-^-(p-*-Pi->-P«) PiP«(«^i-^«^0'-^(p-^-p* -^P*) (*<^«"" «^)'i 

/2 

. =\/-i {pViCw^— *«'0'-+-pp!(«?— W7,)«H-ppjp,(M7-M7«)*-+.pptPi(ti;4-tl7,)«-+-p;pj(^^ 

'-*- Pipi (tt?i— w;»)'-+-p'p4 (u?,— «;)*-*- ppip,(ii?,—U7)*-f- f'p (tijj — w)* | 
= \/-i I P [Pi(w— tt^i) -♦■ pi(t(7— w,)]*— 2pp,p8(M?— ti;,)(ti?— w,) -♦- pPip.(M? —«?,)' 

■*- Pi [P (W^i— W?) -t- p» (m?i— «?a)]*— 2ppip, (tl?,— U?) (W|— «?,) -4- pp,pj (Wi— U?,)' 
-4- p,[p (U?,— 1(7) -4- p, (W,— tl7,)]"-^ 2ppip»(t(;j— U?) («?,— tt?,) -4- pp,pi(U7j— U?)" | 

-V/— I P [p. (W? — W|) -4- p, (m? — !«?,)]• -4- Pi [p(U7i — tl?) -4- p, (U7i — ti;)]* 

-4- p, [ps(tl7,— " M?) -4- p, (U;,— U?,)]' -4- [\/ppiPt (to — ti;i-4- Wi— tt?i-4- tl?,— tt?)J | • 
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Le dernier terme est nul , chaeun des premiers peut se mettre 
sous une forme plus simple de la maniere suivante : 

P [Pi (W — U?i) -I- p« (m? — ti;,)]* = p [fiW — (ptl7 + p,tl7|-*- Pftt?j)]* 

et de meme des autres; de sorte que le radical se r^duit k 
1 



ou 

^ / !2 I ptf7*-4- p^WJ -4- p,w; r pW -^ p^Wj -t- ptWf f } ^ Q p J) 

Remarque. 1° Si c, et par suite P, sont constants, les limites 
se resserreront de plus en plus a mesure que fi augmente; 

^ Si les limites restent constantes, ee qui exige que c aug- 
mente avec i^y on voit que P approche de 1 a mesure que p. 
augmente. 
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CHAPITRE VII. 

th£orie des err£URS des observations. 



98. Nous admettrons que les ca/uses des erreurs eonstantes 
sont eliminees. 

Dans cette hypoth^se, les erreurs fortuites existant seules, il 
n'y a pas de raison pour qu'une erreur positive + a ait plus de 
chance que Terreur negative — a. 

Nous supposerons que les observations sont faites par les meil- 
leures methodes, au moyen des instruments les plus parfaits, et 
avee la plus grande habilete possible, de sorte que les erreurs 
des observations seront des quantites tres-faibles. 

La theorie des erreurs a pour objet de donner des regies pour 
obtenir les resultats les plus avantageux, et les moyens d'appr^- 
cier la j)reeision de ces resultats. 

Le nombre des observations est toujours suppose tres-grand. 

La probabilite d'une erreur est ujie fonction de cette >erreur, 
et sera une quantite infinixnent petite, parce que le nombre des 
chances est infiniment grand. 

Si p, designe la probability d'une erreur x, on aura done 

p, = f{x)dx (1) 

I 

\ L'equation y = (fx est celle de la courbe de probabilite des 

erreurs. 

On doit admettre : 

1** Que 9 (x) est tres-petit quand x est un peu grand ; 

2° Que 9 (x) est un maximu^ quand x est un minimum, ou 
quand x = ; 

3** Quey(— x) = y(x;|; 

V Que la valeur la plus avantageuse du r^sultat d'un grand 
nombre d'observations est celle que Ton d^duit de leur moyenne 
arithm^tique. 
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Car si dans un grand nombre fx d'observations on troave que 
I'observation w^ a lieu p^ fois,..., Tobservation t<;,yp< fois, les 
probabilites des valeurs ^ventuelles a attendre seront (n"" 71) : 






Pi 



et ces probabilites seront d autant plus exaetes que fx sera plus 
grand. On aura done pour la valeur k esperer : 



Pi 
m = ti7| i- + 



Pi Pi^i 

+ 117, -> = f- 



p,tr, 



et cette valeur sera la plus avantageuse, puisque, fx etant tr^s- 
grand, les ecreurs positives se produiront k peu pres aussi fre- 
quemment que les negatives , de sorie que ces erreurs se com- 
penseror.t, et que m diffi6rera peu de la valeur exacte. 

Nous subdiviserons la theorie des erreurs de la maniere sui- 
vante : 

§ I. Expression de la probabilite d*une erreur x. 

§ II. Galcul de la valeur la plus avantageuse d'une inconnue 
k d^duire de plusieurs observations. 

§ III. Galcul de la valeur d'une inconnue, lorsqu*nne fonction 
de cette inconnue est donn^e par un grand nombre d'obser- 
vations. 

$IV. Galcul de plusieurs inconnues, lorsqu'une fonction de 
ces inconnues est donn^e par un grand nombre d'observations. 

S l^. - EXPRESSION DE LA PROBABILITY DE LA VALEUR X, 

99. Th^or^me. Les erreurs positives pouvant seproduire avec 
la mime facilile que les erreurs regulieres de meme valeur absolue, 
si nous designons par p, la probabilite d'une erreur x, par h une 
constante indeterminee dependant du genre des observations, je 
dis gti'on aura 

p,= — -e-*^dx ....... (1) 




I 
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Prehiere demonstration (par le bindme). Si p ct 9 d^signent 
les probabilit^s de A el B, les lermes du binome (p-hqY seront 
les probabilit^s des diverses combinaisons avec repetition de A 
et B en fji ^preuves. Soil D la eombinaison la plus possible : elle 
aura pour probabilite le plus grand terme G du binome, dont la 
valeur est (n® 51) 



Les t^ ternnesy avant et apres G, du bindme (p-h g)'* seront, 
en faisant m^=i^p,n=^ fxg, (n** 51) : 



'«+5l l»+lt« M+ip l*-~l l»-|l« i*-i/« 
It-^l lZ-*.li i4_l|8 liJ^U fi + Ul |44.*(3 



6„+,= Gc *" ««* 



8m3 



+ 



en* 



3n3 



Quand p = g = i > on a par les formules (2) et (3) : 

1 1 



done 



G' = 



V/^ 



'Vl 



G;_, = G'e ^, G;+, = G'e ^ 



Q-l==pR+l' 



(«) 



(P) 



La plus grande probabilite G' est celle d'un ^cart nul ; G^.^ est 
la probabilite d'un ecart /, GJ,+, celle d'un 6cart — /. 

Pour passer au cas de la continuity, nous devons faire fx infi- 
niment grand, et nous pourrons poser 



1 



VI 



-- s= hdx, h etant fini, 



tiix = Xy I ^tant infiniraent grand. 



45 
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Les formules (a) el (P) deviennent par 1^ : 

G' = dx , probability d*un ecarl nul. 

• 
Actuellement si A et B sont les causes des erreurs positives 
et des negatives, agissant avee une m&me faeilite, de sorte que 
p = g = 1 9 les eombinaisons de A ct B dans un nombre infini 
d'^preuves donneront naissance a tons les hearts possibles : les 
probabilites de ces eombinaisons ^tant en meme temps eelles des 
hearts y il est elair que la probabilite p. d'un eeart ou d*une 
erreur x sera 

p, = G'. e-*^' = — e-'^'^dx. 

100. Deuxi^me demonstration (d'apres Laplace et Encke). 

. Soient 

X|, Xf.,,Xfi les erreurs des observatioDs 

9x1,9x51 ...,(px^ les probabilites de ces erreurs consid^rees comnne 

certaines ; la probabilite que ces erreurs auront lieu simultane- 

ment sera 

y = fXi.'jXt...fXf^', 

et la probability de Tune quelconque x de ces valeurs X| ... x^ 

sera 

ydx (fXi.fXf.^fX^dx 

J ydx I fXi . fX% ... fXfidx 



—a 



en posant le denominaleur 6gal & g* 

Si chacune des observations w^ ... u;^ n'arrive qu'une fois en 
fx^preuves, Tobservation la plus avantageuse sera 

a = ^; 

d'oii 

M7j — o -h w, — o -h — -♦- tt?,A — a ss 0. : . . (4) 
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Les erreurs d^duites de robservation seront : 

Xi = Wi — o ; j:, = ti7, — a;,.,Xfi = Wfi — a. 

Pour ces valeurs les plus probables des erreurs , Texpression p, 
doit devenir un maximum : j 

y = fXi,fXf... fXfi = inBx, 
]. j^ = I. yXi -♦- 1. fXf H hi. fXfi = max. 



Eorivohs pour abr^ger 

d 1. fXi 

dxi 
nous devrons avoir : 



= fXi , etc. ; 



fXi -+- fXi -+• ••• -♦- fXfj^ == 0, 
ou 

(ir,— a)^-^-^ -'¥'(Wi'-a)— ^h i-(tt?u— a)-^-^^ = 0. (5 

Pour que eette relation puisse subsister simultan^ment avec 
la relation (4) , il faut que : 

^ ^ / r V > '_ etc. = const. ; 





k;,— 


a 


Wf — a 


OUy 


generalementy 


que 


— = const. = flc; 

X 


ou 


1 




d\, fX , 
xdx 


d*ou en integrant : 












ikx* 



fX = ce* . 

Conime (px doit Atre un maximum pour x = 0, il faut que k 
soil n^gatif ; poson8[donc 

2 



nous aurons : 



fX = cc-****. 
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De plus : 

d'ou c = r^ > et par suite 

p,= -y-e-'*^ix (o) 

101. Premier corollaire. La probability P que x est compris 
entre a et 6 est 

a 

et paf suite , la probabilite que x est eompris entre do a sera 

P=— /**e—d«= 4- /*'*«"''*« ... (6) 

Cette valcfur exprime aussi le nombre des erreurs eomprises 
entre et a, quand on prend pour unite le nombre total D de 
toutes les erreurs possibles ; ear toutes les eireurs ^tant suppo- 
s^es ^galement possibles, la probability que Terreur x est une 
de celles qui sont comprises entre et a sera 

D i/w/ • 
d'ou 

N = — - /*"V *•(*« X D = tf . D. 

ExEMPLE. Soil D= 1000, et hr= 1 , il y aura entre etO,K; 
et 1 ,0 ; et 2,0 respeeti vement 1 0006 = 520 ; = 840 ; = 995 
erreurs tant positives que negatives; done 

de i 0,S il y en a 520 

de 0,5 & 1|0 » 840 — 520 <= 320 

de i,0 i 2,0 > 095 — 840 = i 55, etc. 

102. Deuxii^hr corollaire. Cherchons la limite mperieure p 



^ 
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^ftit correspond d P = i- Nous aurons h determiner la valeur 
de p pour laquelle 

?-7i/'^'* I" 



d'ouy en developpant : « 

P 0:-^  etc.s= -ktt; 

on en deduira p = 0,476936. 

103. Troisii^me GOROLLAiRE. CherchoHs la valeur r de a qui 
donneP=^^y dans 

P=.^ fe-^dx, (8) 

En faisant P=s4»a=iretA = xfy nous aurons 

i 2 /^kr ^^ ' 

' 2 I/tt/ 
Nous en conelurons, par la formule (7), que 

p = Ar ; d'ou r = ^ et A=3- 



(9) 



r se nomme Verreur probable. 

En ehangeant dans la formule (8) A en ^' elle devicnt : 






p?_ 



c-^rft^ 



N 
D' 



d'ou 



^-^^■^/''''"'^'^^^'{f^) 



(\0) 



EXEHPLE. Soit 



r = 0;'2637 ; D = 470 ; 



/ 



a 



-=0,379:2; 0,7584; 1,1376;. 

r 
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p etant egal a 0,476936, oil trouve : 

(p - j = 0,201 86 ; 0,391 02 , 0,55705 ; .. . 

done 

entre 0;'0 et 0';\ on a N = 0,20 1 86x470 = 95 erreurs, 

. 0,ielO,2 » N=0,18916X470 = 89 • 
. 0,2 et 0,3 . N =0,1 6603X470= 78 » 

104. QuATRj^ME GOROLLAiRE. La quantite A est appelee, par 
Gauss, mesure de precision, par Laplace, poids des observations. 

La probability des erreurs x ,^tant en effet 

si X reste le m6me, P, decroit avee h ; Tobservation qui est affeetee 
de Terreur x devient d*autant plus precise ou a d'autant plus de 
poids que h est plus grand. 

105. CiNQUi^ME GOROLLAIRE. La probalile de x, dans un genre 
d*observations caraet^rise par A etant 

hdx 



Px = 



.-*««• 



j/rr 



dx, 



celle dc x', dans un autre genre d observations caracterise par h[^ 

etant 

A'dx' 



P..= 



,-*•«»♦• 



I/tt 



si Ion a P,= P,,, on devra avoir 

hx=ih'x\ ou h: h' = x :x; 

done lorsque deux erreurs sunt egalement probables, elles sont 
inversement proportionnelles awx mesures de precision des obser- 
vations. 

En outre eornme 



on en eonclut 



h..t, h'^i. 



h : h' =ir' \r\ 
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done les erreurs probables sont inversement proporlionnelles mix 
niesures de precision, 

106. Sixi^ME coROLLAiRE. Dans un m^me genre d observations^, 
on a, entre les probabilites de deux erreurs x et x'y la proportion 
(voir form, (a), V 100). 

P. p a-A««« . i,-Mx'« 

Soit x'saO; on aura : 

P.:Po = e-**'M; 
et reeiproquement, si dans un genre d'observations, on a 

P, : Po = c-*** : 1 , 

on aura h = l/m dans ce genre d'observations. 

107. Septi^me COROLLAIRE. ConstructtOH de Itt courbe de proba- 
bilite 

^ I/tt ' • 

Pour construire cette eourbe, jl faut eonnaitre A; et pour eela , 
il faut eonnaitre, ou la valeur 

^ y = k qui r^pond h une valeur x = a de x; 

ou la valeur 

y = G » » x = o» 

ou la valeur 

On peutrencore determiner h si Ton connait r, puisquc A = ^ ; 
ou si Ton connait le rapport 

d oil h = l/w. 

Proprietes de la eourbe. 1** ^ = donne 

h 
x = el V = = roax. 

Le sommet de la eourbe est done sur Taxe des y a une dis- 
tance r^; la eourbe est symetrique par rapport k oci axe. 
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d*y 
dx* 



donne 

X 



= — -py y 



h -1 



c «; 



chaque moiti6 de la courbe a done un point d'inflexion. 

3* Pour x = QO ona2/ = 0: Faxe des x est done une asymp- 
tote. 

if"^ Lcs ordonnees diminuent rapidement quand x devient un 
peu grand. 

En prenanl A = 1, on irouve 

« 

pour x = 5, y = 0,00006i0, 
^ a- = 5 , y = 0,000000000009. 



% II. D£T£RMtNATION DES LINITES DE A ET DE r DANS UN GENRE 
D'OBSERVATIONS GARAGT^RISfi PAR GES VALEURS. 

108. 1° Determination des limites probables de h. Soit a la va- 
leur moyenne d*un grand nombre d'observatious w^ ... w^t d'une 
m^me inconnue x. 

On pourra eoneevfir une erreur moyenne m telle que chacune 
des erreurs vraies x — ti;i==£| ... ac — Wfj,=Sf^ puisse etre reni- 
placee par cette erreur moyenne, de sorte que la probabilile du 
eoncours de toutes les erreurs differentes soit la m6me que la 
probabilite du eoneours des /x erreurs 6gales in m, 

Nous donnerona plus bas le moyen dc caleuler m a Taide des 
erreurs fournies par loh^rrvation; nous pourrons done supposer 
m connu. 
» La probability d'une erreur '^i elant 



P.== 






,_AtM« 



dm, 



celle du eoncours de fx erreurs m sera 



P = 



A^* 



(\/ny 



g-/**««« (,/„,)A*. 
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Si h se change en A-i-A el P en P', on aura : 



d^ou 



et, 



(J/ Try* 
P' / aN'* 

p \ hi 

P' / A\ 

en negligeant les puissances sup^rieures de A. 

Pour que P devienne un maximum , il faut que I. p- soit ne- 
gatif, done que 

~2/xAm« = 0; d'ou A= ^ 



m 1/2 
Posant cetle valeur egale k Aq, nous aurons 

1 

m = » 

Aol/2 
et 

rP'-i /i44k* rP'n -Ai^l 

[P]:[P'] = i:e""*7. 

[P] est la probabilite qui repond k la valeur Aq de A; 
[P'] celle qui repond k la valeur Aq -+■ A de A. 
La mesure de precision de [P'] est done 

Ao 
et I on pent ^crire 

L'erreur probable R de A est par consequent R = db ^ ; c'est- 
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^-dire qu'on peut parier un contre un que A est coinpris eDtre 
Ao =t R. 

La valeur probable de A est comprise entre les limites 

Ao — R<A<Ao-»-R. 
Ces limites deviennent, en remplaeant Aq et R par leurs valeurs 



ml/2 *' V^J* wV/aJI 



wl/2\ \/fcl ml/2\ l/^ 

et la probability de ces limites est 6gale a | • 

1 h9. ^ Determination des limites probables de r, ou de I'erreur 
probable d'mie observation. Nous avons trouv6 r = ?; et si nous 
substiluons a A scs limites probables, nous aurons une proba- 
bilite 4 que 



1 /,. P 



J ^ \/Gi \ X/tlf 



' ml/2^ V^i^l ml/2^ »/f*^ 

ou que, 

pl/2.m[l ^] <r<pl/2fn[i-+--^] . • • (5) 

Calcul de m. Soient e^ ... e^ les erreurs vraies des a observa- 
tions u;| ,..Wfi d'une inconnue x; les probabilites des erreurs 

A 
a; — ti?i = fi soot Pgj = -— e""***«f/f I 



A 
La probabilite du concours de ces erreurs sera done 

el cette prohabililc ne changcra pas si Ton pose 



( 225 ) 
ou 



/ e\^...^s% /.;... (e) 



m = 
ou si Ton fait 

La formule (c) n'est pas propre aii calcul dc m ; car on ne 
eonnait pas les s, x etant inconnu; mais en prenant pour x sa 
valeur la plus avantageuse 

on pourra calculer m. 
On posera k cet effet 

a — ti?i = ej ... a — w^ = f/* > ^ — a = f . 
et comme 

X — Wi = f 1 ... a: — Wfi = €fiy 
il s'ensuivra : 

fj -♦- e = fj ... fji* -h e = fu; 

d'ou 

mais on a par definition Zf;r= 0; done 

Si nous posons e^ = 2- > nous aurons 



4 



d^ou 

m 



^^\/tLLz:L!l Id) 

V a— 1 



110. Generalisation de la formule 






Dans la demonstration de cette formule, nous avons suppose 
que les observations m?4...w;^ avaient la m6me probabiliie ^> c'est- 
^-dire la m^me precision. 
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Mais si ces valeurs w^.,.Wfi serepetentrespcctivementp|...p^ 
,fois,' leurs probabilitcs ou leurs precisions seront respect! vement 



Pi 



Pm 



p^ -«- ... '\' Pfi Pi -^ "' -f- pf^ 
dans ce cas la vaieur la plus avantagcuse ou la plus probable sera 



ce qui donne T^quitation 

p, (w, — a) 



Pl«?4 



Pfttt^^ 



Pi 



•' -♦♦P/A 



"♦■ P/i (**^i» — o) = 0. . . . (4') 
La Tormule (5) du n** 1 00 s'ecrit alors 

(ti?/x — o) — ; : = "• • v^) 



P,(U74 — a) 



Pm 



» 

Et pour que ces deux equations aient lien simultanement, il 
faut que 

p^x^ p^^ PfiXfj, 



d'oii 



— = A, et «a; = ce-'**»' 
px 



La determination de la constante donnera 



d'oii 






en posant Al/p = H. 

Les geora^tres allemands nomment la quantite p, le poids de x 
ou de Pobservation correspondante w. 

Ce poids exprime le nombre de repetitions d'une memc obser- 



vation w; c'est ienumerateur de la fraction 



Pi 



Pm 



qui indiquc 



la probabiliic approchec de iv. 

Done si A est la mesure de precision d'une observation sim- 
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pie Wy ou de son erreiir x, H = A l/p sera eelle de x lorsque 
I'observation w s'est repeiee p fois. 
L'erreur probable R sera dans ee eas 

r ^tant Terreur probable d'une observation simple. 

111. Premier gorollaire. Pour deux series d'observations du 
inline genre, c'est-i-dire pour lesquelles A est le m^me, on aura 

H = Al/p; H'«Al/p; 
done 

ff:H'*=p:p': 

ks poids sont proportionnels aux carves des tnesures de precision. 
Dans la meme hypoth^se, on a 



V "1 



/ hi/p' h\/p" 

done 

les poids sont inversement proportionnels aux carres des erreurs 
probables. 

Enfin on a 6galement 

p,«?i^e-'*'«'dx; P.. = Pl^c-^*^dx'; 
i/^ l/p 

si done P,== P,., on aura 

d'ou 

x' '.x = \/p:\/p' : (\) 

les erreurs egakment probables sont inversement proportionnelles 
aux racines carries des poids. 

112. Deuxii^me gorollaire. La probabilite qu'une erreur x, 
qui se rapporie au poids p, est comprise entre =b a est : 



V 
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ouy par une transformation bien connue : 

I 

pour une erreur qui se rapporte au poids p' on aurait dc meme 

P' sera egal i P si 

ah l/p = o'A 1/7, 
oil si 

a:a*=l/p^:l/J7. ....... (2) 

ce qui s'accorde avec la formule (1). 

Si nous posons y = y^y^ ... y^, la probabilite Y d'une valeur 

de X sera 

ydx , 



Y = 



V 



/*ydx ' 

— OD 

ou' en posant 

— 00 

Y = Kydx ; 
ety en rempla^ant y par sa valeur : 



Les observations tij sont d autanl meilleures qu'elies diflfcreal 
moins de x, ou que les erreurs e sont plus faibles, ou que les 
probabilit^s P( de ces erreurs sont plus grandes. 

La probability (1) est la plus grande possible quand on a' 



d'ou 



zpiej^zpt(x — u;i)'s=min. 
lpi{x — ti7,) = et x=— — ==a. 
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D^monlrons que cetle valeur de x est la plus avantageuse. 
Posons x = a-^u,u sera Perreur de la moyenne arilhm^- 
tique a; et Ton aura : 

a H- tt — u;, = fi ... a -I- n — te;;* = f^ ; 

et par suite, puisque dx=^du: 

et comme 2/), (a— to,) = : 

Or, si nous diveloppons 2,pi(a — wi)^, nous trouverons 
2 p. (a — u?i)'=2p« o'— 2a 2p,u?, -h lpiW> 

(lm)V 

et par suite 

Pour determiner K reprenons la valeur de Y 

ydx 



Y« 



J" ydx 



■s 
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d'oii Ton lire 

Nous aurons par suite , 

|-_K iJ — LL-e  • '/ e ^ du 



(»/')' 






^K^^^P-'^^e ( f^ )_Ll/^; 



<»/'>•' Alp, 

et subsliluanl celle valeur dans Texpression preeedenle de Y, 
nous aurons : 

Y= — A2p<e ^ rfw: 
probabilite que u est Terreur conimise en prenani 

X 



2 Pi 



I 



On voit que le maximum de Y r^pond & w = 0, et par suile que 

X = 



A* 

2 p. 



est la valeur la plus avant^geuse; ce maximum est 

Y=-V-rftt. 



\ 



( 331 ) 
113. GoROLLAiRB. Si dans la fonnule 

P.= i— e f du 

qui exprime la probability de Terreur de 



I 



I. 



/ « 



on aura ^ H „, , , 

Done : f" la mesure de precision de la moyenne 



o= 



ip* 



-P. 
est ^ 

hVzp^s=hVpt -k- ••• -fr-p/A. 

2^ Le poids de x = a est 

p, -fr- p. + — fr- Pm = 2p*; 

la precision de a est done proportionnelle k la racine carr^e du 
poids. 
3^ L^erreur probable de la moyenne a est 



R 



" *i/ip. i^. 



c'est-i-dire qu'on peut parier un eontre un que 

r r 



16 



/ 



ou que 
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a — R < X < o -fr- R. 



114. 2^ Les observations ont la m^me precision. Dans ce cas 
on peut poser 

dou 



Le r^ultat le plus avantageux sera 



III;. 



x = a == 



La probability de Terreur u' de ce resultat sera 



ou 



en posant U' = h V^. 

Done : 

1*^ La mesure de precision de la inoyenne a' = -^ est h l/fx. 

2^ Le poids de x = a' est fx. La precision de a' est done 
proportionnelle k la racine carr^e du poids. 

3"* L'erreur probable de la moyenne a' est 






R' = iL = -^^ 



r 

* • 



on a done une probability | que 

a' — R'<x<o'-4-R'. 

\/K" 

Remarque. L'erreur moyenne w = ± V —^d^uile d'une 
s^ie d'observations u;| . . . tc;^ exprime que Terreur k craindre 
dans une nouvelle observation est comprise entre d=m, ou que 
cette observation est comprise entre ad=m. Soit w cette nouvelle 




i 
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observation; 6 son erreur; on aura, pour la probability que oette 
^reur est comprise entre dtm: 

Pour une autre s^rie d'observaUons on aurait 



Si done P( = P(., on aora Am = h!m\ ou 

done, toutes cboses egales d'ailleurs, les erreurs moyennes sont 
inversement proportionnelles aux mesures de pr^ision. 

Ainsi les observations faites avec un instrument B^ dont 
Terreur moyenne est double de eelle qui est relative aux obser- 
vations de la m6me ineonnue par un instrument A, sont de 
moiti^ moins precises que ces derniires. 



€«le«l approslBiallf <ic u el <ic u' 

IIS. Cakul de u'. Nous avons pos^ 



i 



Wi 



x== a' H- 1«' = h w' ; 



et nous avons trouv6 pour la probability de Terreur u' commise 
en prenant pour x la moyenne arithm^tique a' : 

p.. = ^e-'**--rft*'; (p) 

et pour la probability de Terreur moyenne 
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k craindre dans une observation future : 

Or on peut supposer que la valeur moyenne a' se rencontre 
dans lesi observations futures ;alors u' aura la m^me probabilite 
que wi, et dep., = p^ on conelura 



d'ou 



m 



tt'===h 



. 9 



et par consequent : 



m m 

a' < X < o' H 



(«) 



116. 2® Cal4:ul de u. Une observation dont le poids estp,, et 
Terreur s,, prise parmi les observations Wi ... u;^, peut 6'tre const- 
der^e comme etant la moyenne arithmetique 



«;,«. 



Of 



^i 



Pi 



{«) 



des Pi observations fictives o d'une mime precision , ou ayant pour 
poids 1 ; car la probabilite de Ferreur s, de Wf est 

qui est de m^me forme que Texpression (P). 

Soit u Terreur moy^ne d'une observation o , ou d'une obser- 
vation dont le poids est 1; n'j Terreur de la moyenne (1); on 
aura, par la formule (a) : 

«;=±-^ (6) 

\/p, 

A Taide de cette formule, on trouve ais^ment une valeur 
approcb^e de K; car on peut d'abord7sans erreur sensible, rem- 
placer u^ par £<, ce qui donne , au lieu de (6) : 



> 
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d'ou Ton tire, en faisant sueeessivement t = 1, 2 ... p, et ajoutant 

K = ± V 



(2) 



\ 



Dans cette formule , e, == x — k;. est encore inconnu ; mais en 

prenant pour x la moyenpe 

/* 

a= , 

/* 

on cohnailra e/ =a — w^, et il s'agira d'expritaer K en fonction 
de e/. 

Posons & cet eflfet x -*- o = m ; d ou 

f] = o — MOi = x — u?i — M«=€i — ii; 
nous aurons 

2pif? = pif? -♦-...-♦- p^e^ = pi (fi — 1<)* -h •• -h ppi {t> — m)* 

== zpif' — 2u 2pA -^ «♦ 2p<. 
1 I \ 

Ip^i = pi€i H H pyuif^ = Pj (x — U7,) H + p^ (X — Wfi) 

==^x2pi— 2piti;i=xzpi— ■azpi = (x— a)zp.==ttzp,. 
Et par suite fp,,==|p,j_„.2>. 

Nous pourrons poser approximativement 



car K et M sont a peu pr^s inversement proporlionnels a leurs 

poids 1 et 2p<: alors, en tenant compte de la formule (2), nous 

aurons 

% / 2 PA* 



2p^;«=K'(M— i); d'ou K«diV -i — -• • • 



^ 
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' K est f erreur moyenne k craindre sur f^ observations o de mdme 
precision dont le poids est pris pour unit^. 
La probability de K est 

mais en supposant que la moyenne a se rencontre parmi les 
p observations fictives o a venir, la probabilite de Terreur u com- 
mise sur a, qui est 

sera ^gale kpt,et Ton aura , par suite': 

**'"" « = d=-^ (rf) 

I 
I* 

2p, est le poids P de u ; on pent done ^rire 
La foitnule (6) donne k' 



u 



i 



et par suite i 



▼ 1 u^ 



117. L Observations d'egale precision. 

/*- 

X = - — = a', valeur la plus avantageuse. 

m=^y ^ » erreur moyenne a craindre sur 

f* — 1 chaque nouvelle observation to; 
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elle exprime que 



a' — m < ii; < o' H- iw. 



X == o' -h u'. 



m 
tt'= =fc —— , erreup de la moyenne arithm^tique o'; 



elle exprime que 



w , m 

a' r < X < a' -h 



[L est ie poids de a'. 

La precision de a! esl proportionnelle a l/fx. 

Les limites de Terreur probable r d'une observation soni 
donnees par : 

L'erreur probable de la moyenne a' est 

R' = J?. P '  



H' h\r^ I/?' 

c*est-a-dire qu'on pourra parier un contre un que 



et que 



a' — R' < X < tt' + R'. 
118. II. Observations de precisions diverses. 



IPi^i 
X =: i = a , valeur la plus avantageuse. 

Ipi 



K==t V .! , vale 



valeur moyenne des observations o 
^ de meme precision dont le poids 

est pris pour unit^; 



de sorte que 
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— K<tt?<o-»-K. 



t<i=± 



K 



elle exprime que 



> erreur de tc;|, en regardant Wi comme une 
^Pi moyenne arithm^tique de p< ob^rra- 
tions d*^ale precision ; 

Wt — III < X < «;< -h tij. 



u 



, erreur de a; 






elle exprime que 



K K 

a — - < X <o -♦- 






^P, 



119. Premier EXEMPLE. Observations d'egale precision. Un angle 
a &tjk mesur^ , sans repetition , quatorze fois avec le mime th^ 
dolite, et par le mime observateur. Voici le tableau des obser- 
vations : 





w. 




f*. 


i 


i7o86'4K','00 


- 5737 


28;'84 


2 


31,25 


-f- 8,38 


70,22 


3 


42^ 


- 2,87 


8,24 


4 


45,00 


— 5,37 


28,84 


5 


37,50 


-f- 2,43 


4,54 


6 


38,33 


-f- 4,30 


i,® 


7 


27,50 


-^ 42,43 


447,44 


8 


43,33 


- 3,70 


43,69 


9 


40,63 


- 4,00 


4,00 


iO 


36,25 


-♦-3,38 


44,42 


a 


42,50 


- 237 


8,24 


12 


39,47 


H- 0,46 


0,24 


43 


45,00 


- 5,37 


28,84 


i4 


40,83 


- 4,20 


4,44 


2i&<»554,79 


+ 27,78 


2c'«=354,35 






-27,75 
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se trouvent dans le tableau. 
3" A 



-\/S-V^=»r«, 



m 

Terreur k craindre dans une nouvelle observation est done com- 
prise entre 

39,63 — 5,22 = 34;'4i 

et 

39,63 -4- 8,22 = 44;'85. 

m 8,22 

[/^ l/U 

la yraie valeur de Tangle est done comprise entre 

39,63 — MO = 38;'23 
et 

39,63 + i, 40 = 4i;03. 

6** On trouvera, par les formules relatives aux limites de r et 
de R', qu'on pent parier un contre un que 

r est entre zt 3;'52, R' entre zt 0;'94; 

R 

ou qu*une observation future sera comprise entre 

39,63 — 3,82 = 36;'i 4 
et 

39,63 + 3,82 = 43;'i 8. 

et que la vraie valeur de x est entre 

39,63 — 0,94 = 38;'69 
et 

39,63 -fr- 0,94 = 40;'87. 

120. Deuxi^me exemple. Observatiom d'inegale precision, Lc 
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m^me angle a ete observe, avec r^p^tition, quator^e fois; oo a 
forrn^ le tableau suivant des observations : 



H- 

B'OkOU. 


V' 


V), 


* fW, 


f'. 


pC. 


f^. 


p^. 


i 


5 


17<»I56'4«V00 


225,00 


- {^22 


-26,10 


27,248 


136,24 


2 


4 


31,35 


125,00 


8,53 


34,12 


72,761 


291,04 


3 


5 


42,50 


212,50 


- 2,72 


-13,60 


7,398 


06,99 


4 


3 


45,00 


135,00 


- 5,22 


-15,66 


27,248 


81,74 


5 


3 


37,60 


112,50 


2,28 


6,84 


5,198 


15,59 


6 


3 


38,33 


115,00 


1,45 


. 4,35 


2,103 


631 


7 


3 


27,80 


82,50 


12,28 


36,84 


150,798 


452,39 


8 


3 


43,33 


130,00 


-3,55 


— 10,65 


12,603 


37,81 


9 


4 


40,63 


162,50 


- 0,85 


- 8,40 


0,723 


2^ 


iO 


2 


36,25 


72,50 


3,53 


7,06 


12,461 


24,92 


il 


3 


42,50 


127,50 


— 2,72 


- 8,16 


7,398 


22,19 


13 


3 

1 


39,17 


117,50 


0,61 


133 


0,372 


1,12 


13 


2 


45,00 


90,00 


-5,22 


-10,44 


27,248 


54,49 


14 


3 


40,83 


122,50 


-1,05 


3,15 


1,103 


3,31 


46 


1830,00 


91,04 


1167,03 












-91,16 







^P*"' 1830 

I 

2« e' = o - «, ; 



5^ pf'; pour la verification, il faut que Zpiej 



'% . 



Ces valeurs soot 
dans le tableau. 



4* £ ' et pf ' ; 



^ /2pif? /H 67,05 



9"4T5 ; 



zb K ± 9,475 

6« ti = —=r-= 



Vip. *^ 



= ±:i"397; 




(2«) 
K 

donnera : « 

«; = »; =5 ± 4"74 , 

tl4 = Us = 11, = tt7 = tig ==r Uii = U|, = tt|4 = =fc D 47 , 



S3. — VALEUR LA PLUS AVANTAGEUSE D'€NE INGONN€E DONT €NE FONGTION 
EST DONNEE par UN GRAND NOMBRE D'OBSERVATIONS. 



iSl. I. Equations de condition. 

Soil 9 une fonction f(X) de Tinconnue X, donnee par fx obser- 
vations 9i ...9^; A une valeur trSs-approcbee de X; x sa correc- 
tion tres-petile, de sorte que 

X = A -♦- X. 

Soient e| ... e^ les erreurs des observations; les valeurs exactes 
seront 91 + e| ... 9^ + e^; et Ton aura 

/■"'A 

N 1.2 

X etaot tr^-petit, 

Ou,si nous posons/lA==a|.../5tA=a^; /'iA=a|.../JiA=a^ : 

^1 + f, sa tti + aiX ^- -h f^ = a„ -f- a^x ; 

ou 

fi == «! — f I •*- ^iX efi = aft — f /A -*- a^x ; 

ou enfin^ en faisant «! — 9i = H| ... Oja — 9^ = n^ : 



I 



ff == Wi -I- ajX f^ s= n^ H- a^x. 
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122. II. Valeur la plus avantageuse de x. 

1® Les observations sont supposees de mdme precision. 

Les probabilit^s des erreurs £4 ... e^i, seront respectivement 

et ia probability de {'existence simultanee de ces erreurs sera 



P=(-) e ? d.....de,. 



CetCe probability sera un maximum pour 

fi 

2«J =s min.; ou (ni -h a^xY h — + (n^ -♦- o^x)' = min. 

d'ou : 

ai(ni -♦- 04 x) -4- • • -f- a^ (n^ -♦- o^ x) = 0, 

et par suite 

Iifttai 

1 

Demontrons que cette valeur est la plus avantageuse. 
Soit u Terreur eommise en prenant x pour ia valeur a; de 
sorte qup x=a-i- 1<, et cherchons la valeur la plus probable de x. 
Si nous t*epresenions par Y Texpression 

qui est, au facteur (fe| .:.dt^ pres, ia p^obabiiite de {'existence 
simultanee des erreurs e, .., e^^, la probability d'une valeur de x 
sera 

Ytfx e ^ dx N 

'-• J e ^ ^ dx 



^ 
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123. Cakul de N. Appelons u I'erreur commise en prenantx 
£gal k Gy nous aurons 



et 









Xe 



-*>««(«;+-..+«*i) 



Le premier faeteur de du 4tant constant disparaitra comme 
commun & N et & D; le second est egal k I'unit^, car son expo- 
sant se r^duit k 2w,a, — la? -^ =a ; il reste done : 

124. Cakul de D. En laissant de cdt^ les deux faeteurs ^nu- 
m^r^s pr^cedemmenl y Texpression de D se r^duit k 






qv'on ram^ne ais^ment k eelle-ci 



D=J- P-" 1=1/7. 
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£t par suite 

P. = — ^e "du. 

Cette probability est la plus grande possible quand u = ; 
et par suite la valeuc^ 

X -_ 

la* 

est la plus avantageuse. 
Le poids de cette determination de x est 



\/S- 



La probability que u est compris entre ± S sera : 

—0 

¥ En supposant que les observations soient d'in^le prtei- 
sion y on trouvera : 



S 4. — DETERMINATION DES VALEDRS LES PLUS PROBABLES DE PLUSIEtlRS 
INCONNUES, €NE FONGTION DE GES INGONNUES fiTANT D0NN£E PAR PLU- 
SIEURS OBSERVATIONS. 



135. I. iquations de condition. Supposons une fonction de six 

inconnues 

f = F(X,Y,Z,U,V,T), 

donn6e par les (i observations d'^le precision h : f | ... f^. 
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Soient 6| ...s^ les erreurs des observations, de sorte que les 
vraies valeurs de la fonction seront 

ft -*- u ffi-*-Sfi' 

Repr^sentons par Xo, Yo, Zo, Uq, Vo, Tq des valeurs tr&- 
approchees des ineonnues, et par x, y, £, ti, v, t leurs correc- 
tions tr^s-petites ; de sorte que 

X = Xo -f- a:, etc. 
Posons 

P| (Xoj Yoj Zq, Uo, Vqj Tq) = Fi ; etc ; Ffi (X^, Yo, Zo) Uo, Vo, To) = Ffi 
dXo-"*'rfYo^^*'rf^'*''\rfU;=*'rfVo'='*'rfI^ 



f/Xo 



= Ofi , etc. 



En remplafant la fonction et les inconnues par leurs valeurs 
dans la premiere equation, nous aurons 

ff -*- f I = Fi (Xo-<- a; , ... , To-^ , etc.; £^-4-5)^= Fy» (Xo-^x , ..., To-^t); 

ou, en d^veloppant et n^gligeant les termes d'ordres sup^rieurs : 

ct -k- fi '^Fi -¥■ aiX -4- 6iy -4- CiZ -♦- djU -4- e|t? -+- /!< , etc; 
s/i-^ ffi=Ffj,'¥' ttfiX -f- b^y -4- Cyi»z -4-'d^t« -♦- c^v -4- /jaJ. 

ou bien, en posant F| — 91=914, etc., nous aurons les ^uations 
de condition 

s^ z=:n^ -¥• OiX -^ biy -k- C|2 -h diU -4- «!« -f- fit, etc.; 
f ^ = n^ -4- aytiOj -H bfty -f- c^uiZ -4- d;»i« -♦- Cf/o •+■ fftt 

126. II. Valeurs les plus probables des inconnues x, y, ... t. 
Les probabilit^s des erreurs e| ... Sy^^ont (n® 99) : 
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et la probability de leur concours : ' 

Gette probability est un maximum lorsque 

« 

c'est-&-dire quand x^y ,..t seront d^termin^s par les equations : 

dCL M dsi dfi diuL 

-7- =5=0= 2f< — = f|----H ... -v-eu — - = a|f« -♦- — -4- a^^f^, 

ax < ax ax ax 

do, Aj, (If, df, (fc„ 

dy 1 dy . dy dy 

dfl /* dfi df| de« 

Si nous substituons aux e leurs valeurs , et que nous posions , 
pour abr^er : 

a} -4- ••• -»- aji = [oa]; a|6i + .•• -•- a^6^ = [06], etc., 

nous aurons les six Equations : 

[ad] X -♦- [06] y -♦- [ac\ z -*- [od] m -4- [ae] v -4- [a/] t -4- [an\ = , 
[06] X ^ [66] y -4- [6c] z -\- [6d] u ^ [6e] v -4- [6/] t -4- [6n] = 0, 
[oc] X -4- [6c] y -4- [cc\ z -4- [cd] u -4- [cc] t? -4- [cf] t -4- [en] = 0, 
[ad\ X -4- [6d] y -H [cd] iz -I- [dd] w -4- [de] t? -4- [d/] « -h [dn] = 0, 

[ae] X -4- [6c] y -♦- [cc] z -4- [de] it -4- [£c] t? -4- [c/'] t -4- [en] = 0, 
[a/n X -^ [bf] y -4- [c/-] z + [d/l u -h [c/^] t? -h [/•/]«+ [/n] = 0. 

Ces six Equations serviront k determiner les six inconnues x,y ...^. 

127. III. lllimination (par substitution). 

De la premiere Equation nous tirerons x que nous substitue- 
rons dans les cinq autres ; 

De la premiere de eelles-ci , nous tirerons y, que nou§ substi- 
tuerons dans les quatre autres ; 

De la premiere de eelles-ci , nous tirerons z , que nous substi- 
tuerons dans les trois autres , et ainsi de suite. 



^ 
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La premiere des six Equations donne 

[aa] [aa] [aa] [aa] ' [aa] [aa] 

Substituons cette valeur dans les cinq autres, et posons, pour 
abreger : 



[66] -i^ [06] = (66.1); 
[00] 

[bc]-y^[ac]^{be.i); 
[aa] 

[6n~j[«/n=(¥-i); 



[aa] 

[cd]-7^M=(cd.l); 

Lao] 
[«l-^[a«]=(ce-<); 



[dd]-^[ad]^{ddA); 
[aa] 

[aa] 

[dn-^[«/]=(rf/".i); 



lae] 
l''r\-^^]^an^ier.i); 



[bn]- 


[ua] 


[cn]- 


[oc] 


[dn]- 


-[«a]f' 


[en]- 


I 


[/•«]- 


[«nr 



[/■/l-^ [«/]={/•/•.!); 



an] = (6n. 1 



an] =:[cn ,i 



an] = (c(n . i 



an] = (en . i 



«^] = (/« • ^ 



17 
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Nous aurons ainsi les cinq equations : 

(66 M) y -4- (6c M) z + {6d . 1) t« -^ (6e .i)V'^{bf.i)t -¥■ (bn.i)= 0, 
(6c .i)y '^{cc.i)z-h(cd .i)U'¥- (ce A)v-^{cf.i) t -¥- (cn.1)=0, 
{bd.\)y-^{cdA)z-^(dd.i)u-*-{deA)V'^{df.i)t'^{dn.i) = 0, 
[be . \) y -h {ce . i) z -\- {de A) u •*- (ee A) V -*- (c/'.1)t-t- (en .1) = 0, 
{bf'A)y^(cfA)z-^(df.i)U'^[efA)v-k-{ff.i)t-^{fnA) = 0. 

128. On tire de la premiere de ces equations : 

_ (6c. 1) jbdA) {be A) {bfA) {bnA) 
^"" ""(6^7) ^""166.1)^"" [bbA)^ (66T) (66. i)" 

Subsliluons cette valeur dans les quatre autres Equations y et 
posons : 



{ccA 



{cdA 



{ceA 



(C/-.1 



(e«.l 



{ef.^ 



{bc.i) 



(6c.<) = {cc.2); (ddM)— 



(6d.1) 



(M.l)=(dd.2); 



(66.1)'""' ' ' ' (66.1) 

|^(6d.l)=(c«i.2); («fc.l)-Mdj(6e.l)=(de.2); 

('"•^^ (6e. !)=(«. 2); (dfA)-^^^{bfA)={df.2)i 



(66.1) 



(66.1) 



(6c. 1) 



(66.1) 
(6e.l) 
(66.1) 



(6e.l)=(ee.2); (/jf.l)- |^(6/-.l)=(/y^.2); 

(6/-.l)=(e/-.2); 
(c».1)-|^(6«.*) = (cn.2); 
(dn.l)-^(6n.l)=(dfi.2); 



(en. 2); 



(/■«i)-^\ft»-i)={/>»-2); 



^ 
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nous aurons les quatre ^qualions ; 

(cc.2)« + (c(/.2)tt-^(cc.2) v -♦- (c/'.2)« -4-(cn.2) = 0, 
(ct/.2)z + (rfd.2)t/^(de.2)t; + (rf^2)< + (dn.2)=:0, 
(ce . 2) z -«- (de . 2) tt -«- (ee . 2) t; -h (e/*. 2) « -^ (en . 2) = 0, 

(c/^.2)z-h(d^2)u-^(e/^.2)v+(/ir.2)t-h(/h.2) = 0, 
1 29. De la premiere on tire ; 

^ (^rf-2)^ (ce.2)^ (cM)^_(cn_^ 

(cc.2) (cc.2) (cc.2) (cc.2)* 

Substituons ceite valeur dans les trois autres equalions, et 
posons pour abreger : 

^''^ • '^ - I^S («.2)=(de. 3); (e^ 2) - g^ (eA2)=(e/-.5); 

M.2) 
(rfn . 2) — ' {en. 2) = (dn. 3) ; 

fee 2) 
(«»-2)--^j(cn.2)=(en.3); 

(/■«-2)-|^J(c».2)=(/«.3); 

nous aurons les trois equations : 

(dd.3) u -h ((fc.3) V -4- (rf/".3) < -+- (rfn. 3) = , 
(rfe.3)M -♦- (ee.3)t7 -♦- (c/".3)^-*- (en.3)==0, 
(df.o) u -*- (e/*.3) r -+■ (/y.3) « -*- (/n . 3) = 0, 



( 250 ) 

130. De la premiere on tire : 

_ (de.3) {df.Z) (dn.Z) 

" (dd.S)" (rfrf.S)' (rfrf.5)' 

Substituons dans les deux aulres, el posons, pour abr^ger : 

Ide 5) 
(en. 5) — J^^ (dn. 3) = (en. 4), 

nous aurons : 

(ce.4) V -+- (c/.4) e -H (en. 4) = 0, 

(e/^.4) V -H (/3r.4) f -4- (/h .4) = 0. 

131. On tire de la premiere : 



(ee.4) (ce.4) 



Substituons dans la seconde , et posons 



nous aurons 
d'od 



(/y. 5) t + (/•» . 8) c= , 



^ 
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X 



132. Resume: 


[ab] 

*"r 1^ 
aa] 


^ [«c] 


u 


(bcA) 



[ad\ 
[aa] 

(bdA) 
(66.1)""*" (66.1) 

(crf.l) 

5: -+ 

(cc . 2) 



u 



u 



u 



u 



V 



V 



V 



V 



[aa] 
(bf.\) 



(66.1) 
(c/^.2) 



[oe] 

[aa] 
(6e.l) 
(66.1) 

(ce . 2) 
{cc . 2) 

(rfe.3) 

(cM. 5) ' (rfrf.3) 

(er.4) 

t? -+-- 

(ee . 4) 



{cc . 2) 
W- 3) 



[on] 
[aa] 

(6n.l) 
(66.1) 

(en . 2) 
(CC.2) 

((fn.5) 
(rfrf. 3) 

(en. 4) 
(ee.4) 

(/W.5) 



=0, 



■0, 



=0, 



=0, 



=0, 



=0. 



(/r-8) 

1 33. Thi^oreme. Je dis actuellement que si I'on pose : 

A =[aa]a:-4- [a6] y-*- [ac] z-h [ad] u-+- [ae] t;-4- [af] f-*- [an], 
B'= (66.1 )f/-+-(6c.1)«-+-(6d.l)u-4-(6e.l)t;-+- (6/^.1 )f -4- (6n.l), 

C"= (cc.2)z-4-(cd.2)M-4-(ee.2)t;-+-(e/'.2)«-4- (cn.2), 

D"= ((/rf.5)w-4- (de.3)v-t- (rf/'.3) f -4- (rfn.5) , 

£''= (ec.4)t;-4-(e/'.4)(-t-(en.4), 

F^= (/'A5)«-4-(/h.5); 

/« 

J 



1** La valeur de dou 2s* sera donnee par une expression de la 
forme 



\' 



B" 



i//t 



D 



///I 



?!▼• 



a= 



[aa] (66.1) (cc.2J (rfrf.3) (ee.4) (/jT.S) 



(nn.6); 



2® ie5 denominaleurs [aa], (bb. 1), ... (ff.5) seront tons posi- 
tifs. 

DEMONSTRATION. I'* Rcprenons la valeur de o (n~ 125-126) 



Q=(a^x-^b^y ■¥ — \- fit -^ Til)*-*- '" -^ {OfiX -^ bft,y -{-'-'-h ffjf -^ fif^Y; 
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developpons les carres, et ordonnons, nous trouverons: 



a== 



= 


[aa] X* 


H-2J 


-+- 


m y' 


H-2 


-t- 


[cc] z* 


-4-2 


-t- 


[dd]u^ 


-t-2 


-t- 


[ee] V* 


-+-2 


■+- 


[ff] '' 


-1-2 



[a6]y -h [ac]z+ [arf]u -♦- [oejt? -f- [af]t -e [an] } x 
[be] z -+: [6(/]ti -*- [be] v -+- [6/] f -4- [6w] j y 
[cd] u -h [cc] V -H [c/^ ( -4- [en] j z 
[de] V -♦- [df] t -4- [c/n] j u 
[c/lt+[en]! t; 
[/h] t H- [nn] . 



en faisant pour abreger : 

P == [aa] 

Q sss [ab] y -*- [ac] z -+- [ad] u -h [ae] v -+- 



[a/] « ^ [aw]; 



d^ou 



Px -H Q = A. 



134. Mais on a : 



P 



a61« 



aa] 

aa] 
ad]* 



[06] 

[«a] 
[ac] 



[ac]z 



[ad]u 



aa] 

V* 



[ae]v 



aa] 



[ao] 

[ad] 
[aa] 



[06] 
[««] 

[a«] 

[««] 
[ae] 



[a<f) tt 



[ae] V 



[af]t 



[ab] 



W, J 



[o6] 

— [ac] V H- >— ^ [a/] « -+- ;: — :; [aw] [ y 
[aa]"- [aa]"- [oaY ^S/ 

[ac]^ ^ [ac]^ J 
[aaj [aa] ) 



[ad] 
[aa] 



[an] [ u 



aa] 



[aa] 



[an]t 



[aa] 

[any 

[aa] 



[an][v 



Si done nous posons 



[any 
[aa] 
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nous trouverons 



P P [aa] 



= (W.0y»-f-2J(6c.1 
-^(cc.i)z^-^^\{cd.i 
-i-(rfd.i)tt«-«-2j(dc.1 



)Z'^(bdA)U'^[beA)V'^{bf.i)t-^{bnA)\y 
)u-^{ceA)V'V'(cfA)t-^{cnA)\z 

)V'V-(dfA)t -^(dnA) \u 
)t +(6n.i) \v 
) t H-(nn.i) 



= Py-*-2Q'y^R'=U^P^+R'--^;, 
en posant 



P'==(66.^), 



(6d.1)tn-(6e.i)t7-H(6/'.-l)(-^(6».1), 



d^oii 



et 



P'y + Q' = B', 



B'* 



M. (^ft.^) 






135. Mais ona: 



Q* 



• * ) 



P' (bbA) 



(6ft. 1) 



(66.1) 



(66.1) 



(6A^)' ^ (ftAI) (ftn.i)' 
/iTTT* "*"2 -!^T^(ft».i)t -^ -' 



{bnA)\u 



(66.1) ' 



^ 
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et si nous faisons 






nous aurons : 



a ==R'— — = 

[aa] (66. i) P' 

{cc .2)z' -^ 2 j (cd.2) w -+- (cc.2)t7 h- (c/'.2) e -+- (en. 2) j z 
-^ (rfd.2)w«-*- 2 i (rfe.2) r -♦- {df,it)t -¥■ (dn.2) j u 
-f. ((?e .2) i;» -^ 2 i (rf/'.2) t -4- (dn.2) j v 
-4- (/'/'. 2) «• H- 2 (/h . 2) f -♦- (nn.2) 

= P'V -^2 Q'z + R" =: 1-^! — ^^ + R" — — , 
• ^ p" p" ' 

« 
en faisant 

P"=(cc.2) 

Q"=:(cd.2)tt-^(ce.2)t; -h (c/^.2) f + (cw.2); 

d'ou 

P'z -4- Q = C" 
et 

A* B* C"* Q'* 



Q == R" — 

[aa] (66. i) (cc.2) 



ir/ 



136. Mais on a 



Q"'_(cd.2)» , «jM.2) 



<"')"-^«-^'-^!<"'')l« 



P" (CC . 2) ({cc .2) ' ' (cc . 2) " ' (cc .2) 

(ce.2)' , \((ce.2), ^ , (ce.2), ) 

-f. ^ ^ v' ■♦- ^) -^{cf. 2) t -4- ^ -' en. 2) V 

(cc.2) \{cc.^y' ^ (cc.^y ) 

i_L_J t»^|2 ^-^^ — ^cn.2)f-*-i i-; 

-+-(cc.2 (cc.2)^ (cc.2) 



et si Ton pose 



, icn . 2)« 
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on aura 

[ao] (66.1) (cc.2) P" 

= (rfrf.5) «' -t- 2 I (rfe. 3) tt -^ ((//". 3) t •+- ((/n. 3) j w 
-*- (cc .3) t?' -♦- 2 \{ef,'5) t -t- (en.3)j v 
-4- (/■/•. 3) «• -4- 2 (/I1.3) t + (wn.3) 

= P'" «' -»- 2 Q'" M -H R'" = ^ ^^-^ -4- R'" — ^i-, 

en posant 

P'" = [dd . 3) 

Q"'= (rfe . 3) t? -4- (df. 3) t -4- (rfn . 3); 

d^ou 

P'"u H^ Q" = D", 
et 



R'"— ^^=Q— -— , — 



P'" [ao] (66.1) (cc.2) (drf.3) 

1 57. Or on a 

P'" (rf(3l.3) ((cW.3)^ ' ' ((/rf.5)^ M 

"^■(ddrsj"' "^"^ (drf.3)^^'*-^''^(rfd.3)' 

et si Ton pose 

. (dn.3)* , „ 

on trouvera 

A* B* C"' D"" ,^, Q'"* 

"~[^]""'(667T)"(rc.2)"(c/d.3)""^ "" P^ 

= (cc . 4) «• ^ 2 j (ef. 4) < 4- (c/j . 4) j v 

+ (/]r.4)«« -4-2 (/«.4)«-H(nn.4) 

= P'^tt' + 2Q''u -f. R»'=^^ ^^ -♦ R»' - -^ 1 

"'' piT piT 



'^ 
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en faisant 

F' = {ee . 4), 

Q'^ =(«/■. 4) t -4- (en. 4), 

R*' ss (ff, 4) (*-4- 2 (/h . 4) « -♦- (nn . 4); 

d^ou 

P'^v -^ Q" = E'^ 
et 



P"' [aa] (66.1) (cc.2) (dd . 3) (ee.4) 

138. Mais on a 

P'^ (ce.4) (ce.4)' ' (cc.4) 

et si I'on pose 

(nn.4)-i^^l-i- = (nn.5), 
on trouvera 

^^ [H ~ (*'>•'') " (cc.2) "^ (rf<i.5) "" (ee.4)^ " P" 
=r (//:5) l« -^ 2 (/h. 5) « -♦- «w . 5 

(P' i -^ Q"J' Q'* 

«PM«-»-2Q'f + R^=^ ^;-^^-4-R'— ^, 

en posant 

P' = (//".»); Q' = (/^.»); R' = (wn.5); 
d^ou 

P'f ^- Q' = F\ 

et 



F** 



P' [aa] (66.4) (cc.2) (dd.3) (ec.4) [ff.^) 

Mais 



done 



Q"^ (/n.5)\ 

P^ (/rs)' 

p' ^ ' (ff^^) 
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Posant , „, {/w.5)* , 

nous aurons enfin : 

2** Demontrons que les d^nominatcurs \ad\y (bby 1), ... (//*, 5) 
sont tous positifs. 

a). Pour le premier, c'est evident, puisque 

[aa] = a\ -+- ••• -4- aj^. 

6). Remarquons que la fonction a — ~ ne renferme pas x; si 
done dans a on substitue la valeur de x provenantde A=0, on 
obtiendra a — ^.; et par suite, si dans chacun des e, on avait 
substitue ji x sa valeur provenant de A=0, la sonnme des carres 
des e aurait donne (n** 133) a — ^,; mais, dans ce eas, le coef- 
ficient de 2/*, qui est (66 .1), est une somme de carres; (66 . 1) 
est done positif. 

c). La fonction a = ~= — -^ ne renferme ni x, ni j^; si done 
on substitue dans a ii oc sa valeur tiree de A = 0, et ii ]/ sa valeur 
tiree de B'= 0, on obtiendra la fonction pr^cedente; ou bien 
encore si Ton substitue ces deux valeurs dans chacun des e et 
qu on fasse la somme des carres; dans ce cas, le coefficient de z^, 
qui est (cc . 1), est une somme de carres; il est done positif^ et 
ainsi de suite. 

139. Remarque. Si nous faisons 

a' = 1 -♦- V- 4 -*- (mi .6), 

(66.1) (cc.2) (rfd.3) (ee.4) {ff.H) ^ ^' 



a" = 



a'"= 



{dd . 3) 



EM 

a" = H 

(ee . 4) 

(/jr.5) ^ ^' 



^ 
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nous aurons 

A' 

n = - — - -H a' , ou le premier terme seul renfermc x ; 

[aa] 

(66.1) ' ^ 



Q" =- -H Q'", » » » z ; 



(cc.2) 

(drf . 3) ' 

(ee . 4) ' 

^' =77^ -*-{'»'». 6), » . • *; 

140. IV. Demontrer que les valeurs obtenues par la methode 
des moindres carres sont les plus probables. 
Nous venons de irouver, par cetle methode 

(/h.5) 

Appelons r Ferreur de cette determination; la vraie valeur 

de t sera 

(/h.5) 

t = -4- T, 

(/■r») 

d'ou 

ifn . 5) 



T!=«-t- 



(/■/•• 5) 



Gherchons la probabilite de t. 

Si t est constant, la probabilite des valeurs siraullanees de x, 

y,z^Uy V sera 

I h Y 

(— -1 e~*'*^dxdydzdudv; 

en effel, soient x = Oq, y = b^y z = Cq, m = cJq, w = Cq, t = fQ 
les valeurs de x . . . ^ determinees par les Equations normales 
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(n<» 126); et I, y, ^, uy v, r les erreurs de ces determinations; 
on aura 

d'ou 

c(x = dS, dy=:dify rff = (|r; 

e^ = ajf -f- 6jif -h •• -I- f^r , 

la probability de Texistenee simultan^e des erreurs f , v ... r, en 
regardant ( eomme constant, sera 



ou 



\|/7r/ 

(, 



Les limites des valeurs x ... t; etant en g^n^ral db oo , la pro- 
babilite de toutes les valeurs simuhanees de x... v^ t etant con- 
stant , sera : 

Y= I— T- 1 ^y dxdydzdudv. 

On aur^ done pour la probabilite d'une valeur de t : 

Ydt dt^fi-'^dxdydMdudv ^ 



Q = 



/"Ydt ^/e-^'^dxdydzdudvdt ^ 



— • 



141. Calcul de N. On a q = p— ? H- a', A seul renfermant x, 
L^expression de A 6tant (n*" 133) 

A =a [oa] X -¥■ [ab] y -♦-••• -4- [an] , 

il s*ensuit 

dX 
= dx. 

[aa] 

Substituant ces valeurs dans Texpression de N, on obtient 



N = rf« fV'^^^'dydzdudv / 






[aa] 
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ou , par une transformation connue : 



N== 



dt fV^^'dydzdudv. 



h \/[aa] 
On a de meme (n** 1 39) : 

^ =777 — TT-*- Ol'\ B' seul renfermant u- 

(66 . 1 ) ^ 

L'expression de B' 6tant (n" i 33) : 
B' = (66.l)y + (6c.i)z + {bdA)u -^ (be.i)v 4- (6/:i) e -*- (6n.i), 

il s'ensuit 

dW 



(66.1) 



Subsliluant ces valeurs dans la derniere expression de N , on 
obtient 

l/^ . /** ^ /"• **"" dB' 



N= \!L. rf< fl-'^^'dzdudv r 



h]/[aa] »^ •^ (66.1) 

-= d^ fe~^^"dzdudv. 

A*l/[aa](66.1) »^ 

On trouvera de meme : 

N= ^^^L___rfe pe-^^-dudv. 

A' l/[ao] (66. 1)(cc. 2) *-« 



A* l/[aa] (66. 1)(cc. 2) (rfd. 3) 

A' 1/ [aa] (66 . 1) (cc. 2) ( dd. 3) [ee. 4) 

142. Cafctti de D. En integrant I*expression prec^dente entre 
00 , on aura 
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el comme (n® 133) : 

F'=(^.5)<H.(/n.5), 

en effectuant rint^gralion , on aura : 

h*y[aa](bb,i)...(e€A)fff.^) 
et par suite, la probabilite de ^, ou de r^ sera : 



^ D V/^ 

|/ir2 

Cette probabilite est un maximum pour r = 0; done pour 






{fr^y 



telle est done la valeur la plus probable. 

Le poids de cette valeur de t est {ff. 5), h etani consider^ 
comme unite de poids. 

Remarque. Soit P la probability que r est eompris cntre dt c; 
nous aurons 

Si nous changeons Texposant en — k^^ nous aurons 



AV/(/^5) 

et ii r = c repondra k=^ch ]/(Jf • 5) que nous ferons 6gal k g. 
Nous aurons ainsi : 
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probabilite que t est compris entre 



143. Supposons que les observations 7i . .. <P[<. soient de preci- 
sions differenles, et soient p^ ...p/i leurs poids respectifs, h etanl 
pris pour unite de poids; nous aurons pour la probabilite des 
erreurs e| ... e^^ (n" 126) : 



la probability du coneours de ces erreurs sera done 

nous aurons done k rendre minimum 2p,s'y ce qui conduit aux 
Equations norma les : 

[aap] X -♦- [abp] y -♦-••• -♦- [anp] «= 0, 



[afp] X -^ [bfp] t/ -4- - H- [fnp] = . 
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CHAPITRE VIII. 



PROBABILIT^S RELATIVES A LA VIE HUMAINE. 



144. La probability qu'a un enfant d'arriver k V&ge x est une 
fraction dont le num^rateur est le nombre des chances de vie 
favorables k cet ^ge, et le d^nominateur le nombre total des 
chances; ce dernier etant infini, Ton voit que la probability 
relative a Tdge x est infiniment petite; on pourra done la repr6- 
senter par 

p, = f{x) dx (1 ) 

Consid^rons un nombre tr^s-grand fx d'enfants n^s a la m^me 
epoque ; la probabilite qu'a Tenfant t d arriver k Tftge x sera 

Pi»^fi{x]dx. 

La probabilite qu'il arrivera k un &ge compris entre et x 
sera la somme des probabilit^s relatives a tous les dges intcrme- 
diaires croissant par intervalles egaux ji dx de & x; elle sera 
done 

ffi[x)dx. 



Soit GO la limite superieure de la vie humaine ; il est clair que 

J^fi{x)dx = i\ 



et par suite 

s 

cette formule exprime la probabilite que Tenfant t d^passe x ans. 

18 
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On nomme vie probable la valeiir de x pour laquelle 



y^/;(x)(ix = -- 



Assimilons la diiree de la vie a un gain eventuel : la somme 
de loutes les valeurs possibles de x, multipli^es par leurs pro- 
babilil^s respectives, c'est4-dire 

ei=f^xfi(x)dx 



sera le sort de cet enfant, ou son esp^ranee de vivre (voir n** 57). 
La vie moyenne v„ est la somme de toutes les valeurs de e^ rela- 
tives aux (JL enfants, divis^e par le nombre de ceux-ei; c*est-a-dire 

A* 



, v^= — = - S /"x/; (x) dx. 



Tous les probl^mes sur la probability de la vie dependent de 
la fonction ineonnue ^(x), qui est differente pour chaque enfant ; 
mais la fonction moyenne jj 2 /[(x) , et par suite la vie moyenne v^ 
ne varient qu'avec lenteur par lextinction des maladies et le per- 
fectionnement de la soci^t^. 

La fonction /[(x) ne pouvant ^tre determin^e k priori, on doit 
avoir recours k Tobservation , afin de rendre le calcul des for- 
mules vraies qui precedent possible approximativement. Les 
observations qui font la base de ces calculs approximatifs consti- 
tuent les tables de mortality. 



CONSTRUCTION D£S TABLES DE MORTALITY ET LOIS EMPIRIQUES 

QUI LES R^GISSENT. 

145. Une table de mortality indique, sur un grand nombre p 
d*enfants nes k la m^me 6poque et dans le m^me pays, combien 
il y en a qui survivent apres la 1'^, la 2"*, etc., annee. 

A. Formation des tables de mortalite, Supposons qu'en d^- 
pouillant des registres de Tetat civil, on ait observe que 1000 



■^ 
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individus d^c^d^s en une ann^e aient donn^ lieu au classenient 
suivant : 

500 sont morts de & 20 ans. 

200 » » 20ii50 > 

500 » > 50 4 90 > 

On en conclura que la date de la naissance de ees personnes 
precede Tannee de Tobservation, 

Pour 500 de i & 20 ans. 

> 200 de 20 ii 50 > 

> 300 de 50 & 90 > 

ou bien^ que, de 1000 enfants n^s dans la mftme annee 

500 sont morts dans les 20 premieres ann^es. 
700 > > 50 > > 

1000 > > 90 > > 

Done 9 de 1000 individus n6s en m^me temps 



500 vivent encore k la fin de la 20"* ann^e. 

in* 

» » 90"* 



300 » » 50^- » 



Ge sont ces nombres 500 , 300; qui constituent la table de 
mortality. 

Gen^ralisons Texemple ci-dessus : supposons que Ton aitextrait 
d'un registre de T^tat civil un nombre A d^c^s dans une p^riode 
de 1 00 ans ; et que ces d^c^s se repartissent comme suit : 

a dices entre et 1 an. 
a' » » 1 et 5 ans. 
a" > > 5 et 10 ans. 
a'" » > 10 et 15 ansy etc. 
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On en conclura que, de A enfants nes a la m^me epoque 

A — a vivront encore ^ i an. 

A — a — ^' » » 5 ans. 

A — o' — o" » » 40 ans. 

A — a' — a" — a"' » » 45 ans, etc. 

Si I'on applique k ces donnees premieres la formule d'inter- 
polation aux differenees premieres, secondes, troisi^mes, etc., 
on obtiendra les nombres de survivants ^ 2, 3, 4, 6, eie., ans. 

Ge mode de construction des tables de mortalite suppose que 
la population reste stationnaire , el il exprimerait exactement la 
loi de mortalite si le nombre A des individus qui ont servi a les 
former etait infini ; ear alors une telle table pourrait ^Ire repre- 
sentee par une courbe continue dont les ordonnees seraient les 
nombres de survivants , et les abscisses les Sges corrcspondant 
a ces survivances. 

En general une table de mortality est d'autant plus exacte que 
le nombre A est plus grand, et que la population est elle-m£me 
plus grande et plus proche de Tetat stationnaire. 

On doit avoir soin, pour la construction de ces tables, d'exclure 
les annees signalees par une mortalite extraordinaire, comme les 
annees d'epidemies, de guerre, etc. 

Les principales tables de mortalite sont les suivantes : 

De Witt, grand pensionnaire de Hollande, a construit la pre- 
miere table de ce genre; elle est tres-rare. 

Halley, contemporain de Newton, en a construit une d'apres 
les registres de T^tat civil de Breslau. Elle n'est plus en usage. 

Sussmilch a construit pour TAlIemagne une table executee 
avec soin, reposant sur un grand nombre d'observations. Re- 
touchee et perfeetionnee par Baumann, elle est encore d un grand 
usage, surtout en Allemagne. 

Wargentin a public une bonne table d'apres les observations 
recueillies en Su^de. 

Deparcieux a construit la premiere table publi^e en France, 
d apr^s les deces observes dans des compagnies de tontines et de 
rentes viageres. Elle a ite corrigte par Florencourl. 
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Simpson a donne une bonne table pour la ville de Londres. 

Baumann, pour la province de Brandebourg. 

Duvillard a donn^ pour la France une table qui repose sur des 
observations tres-etendues. 

Price a donne pour la ville de Northampton une table tres- 
estimee. 

Kerseboom en a construit une sur des documents pris dans 
les etablissements de rentes viag^res de la Hollande et de la Frise 
occidentale. 

La table pour la Belgique fait la distinction entre la mortalite 
dans les villes et la mortality dans les campagnes; et de plus 
entre la mortalite des hommes et eelle des femmes. 

La table de Monferrand , pour la France, est la plus recente et 
la plus soigneusement construite (voir son M^moire sur les lois 
de la population et de la mortality en France, Journal de V£cole 
poly technique y 26°''' cahier, t. XVI). Cette table, dans laquelle on 
a tenu compte de la variation de la population et de la correction 
relative aux mort-n^s, est divis^e en deux parties pour les deux 
sexes. Ghacune contient sept colonnes, sous les titres : ^ge, dec^s, 
population, danger annuel, survivances, vie moyenne, vie pro- 
bable. Nous verrons plus bas la formation des nombres ranges 
sous ces divers titres. La premiere colonne contient les Ages de 
mois en mois jusqu'& un an, puis d'ann^e en ann^e jusqu'& la 
limite de la vie, qui est de 105 ans dans cette table (^). 

(*) Nous ne pouvons passer ici sous silence les nombreux et importants 
travaux par lesqucls M. Ad. Qucielet, dirccteur de rObscrvatoire royal dc 
Bruxelles, secretaire perpetuel de rAcadcmie de Belgique, a contribue aux 
progres de la stalistiquc, dent il a ele Tun des plus zeles promoteurs. 

Les principaux travaux qu'il a publics relativcmcnt a cette science, et dent 
plusieurs ont cte traduits en diffcrentcs langues, sont, outre sa Correspon- 
dance mathdmatique et physique (1825-1839), les Annates et VAnnuaire de 
I'Observaloire royal (1833-1874) : 

Reeherche* $ur la j^opuhtiony etc., dan$ U royaumede$ Pa\j»-Ba», in-S^, Bruxelles, 1837. 

— Meieorologi$ de la Belgique compareea celle du globe, in -8*, Bruxelles, 1833; 3< ed., 18G7. 

— Lellres $ur la theorie des probabiliiee appliquee aux eciences morale et poliliquei, in -8°, 
1846. — Da tyeleme eocial el dee loie qui le regieeenty in -12, 1848. — Sur laphyeique du 
globe, in-4', 1861. — Physique sodale, ou essai sur le deoeloppement des facultes de rhomme, 
i V. iii-80, 1855; 2* ed. 1869. — Anthropometrie, ou mesure des differenies facultes de 
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T(d>le de mortalite de Sussmikh el Bautnann. 
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m- 
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AGE. 


TITARTS. 


Biciaii. 


det 
vlvaoU. 


AGE 


VITAITI. 


•tcMs. 


d« 
vivanli. 


AGS. 


TITAITt. 


vieiaia 


4tt 
TfvaiiU. 


in 


Am 


Bm 


c» 


m 


A«» 


Bm 


Cm 


m 
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Bm 


c 
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250 


28988 


d» 


421 


6 


11464 


66 


152 


10 


1520 


1 


750 


89 


27988 


34 


415 


6 


11043 


67 


142 


10 


1368 


2 


661 


43 


27 238 


35 


409 




10628 


68 


132 


10 


1^6 


3 


618 


25 


26577 


36 


402 




10219 


69 


122 


10 


1094 


4 


593 


14 


25959 


37 


395 




9817 


70 


112 


9 


972 


5 


579 


12 


25366 


38 


388 




9422 


71 


103 


9 


860 


6 


567 


11 


24787 


:i9 


381 




9034 


72 


94 


9 


757 


7 


556 


9 


24220 


40 


374 




8653 


■ys 


85 


8 


663 


8 


547 


8 


23664 


41 


367 




8279 


74 


77 


8 


578 


9 


539 


7 


23117 


42 


360 




7912 


75 


69 


7 


508 


iO 


532 


5 


22578 


43 


353 




7552 


76 


62 


7 


4;i2 


41 


527 


4 


22046 


44 


346 




7199 


77 


55 


6 


310 


i2 


523 


4 


21519 


45 


339 




6853 


78 


49 


6 


315 


13 


519 


4 


20996 


46 
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8 


6514 


79 


43 


6 
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i4 
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4 


20477 


47 


324 


8 


6182 


80 


37 


5 


223 


15 


511 


4 


19962 


48 


316 


8 


5858 


81 


32 


4 


186 


16 


507 


4 


19 451 


49 


308 


8 


5542 


82 


28 


4 


154 


17 


503 


4 


18944 


50 


300 


9 


5234 


83 


24 


4 


126 


18 


499 


4 


18441 


51 


291 


9 


4934 


84 


20 


3 


102 


19 


495 


4 


17 942 


52 


282 


9 


4643 


85 


17 


3 


82 


^ 


491 


5 


17 447 


53 


273 


9 


4361 


86 


14 


2 


65 


21 


486 


5 


16956 


54 


264 


9 


4088 


87 


12 


2 


51 


92 


481 


5 


16470 


55 
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9 


3824 


88 


10 


2 


39 


28 


476 


5 


15989 


56 


246 


9 


3509 


89 


8 


2 


29 


24 


471 


5 


15513 


57 
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9 


3323 


90 


6 




21 


2S 


466 


5 


15042 


58 


228 


9 


8086 


91 


5 




15 


26 


461 


5 


14576 


59 


219 


9 


2858 


92 


4 




10 


27 


456 


5 


14115 


60 


210 


9 


2639 


93 


3 




6 


28 


451 


6 


13659 


61 


201 


9 


2429 


94 


2 




3 


29 


445 


6 


13208 


62 


192 


10 


2228 


95 


1 





1 


30 


439 


6 


12763 


63 


182 


10 


2036 
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31 


433 


6 


12324 


64 


172 


10 


1854 










32 


427 


6 


11891 


65 


162 


10 


1682 
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rhomme, in-8*, 1871. — Congri* international de etatistiquey in-4*, 1873. -^ TabUe de mar- 
taUti et leur devehppement, in-i<>, 1873. 

Gesdernieres tables soot relatives a halt pays differents, etia concordaDce des resulfals 
qui y sont rapportes est Traiment remarquable. G'est la premiere fois, pensons-nous, qa'il 
so publie un travail aussi complet sur celte matiere. Nous en donnerons nn extrait a h fio 
de Touvrage. F. F. 



•s 
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146. B. Lois empiriques. Divers auteurs, entre autres Lam- 
bert et Duvillard, ont donne des forinules empiriques qui repre- 
sentent plus ou moins bicn les ehiffres des lables de mortalite 
pour lesquelles elles avaient ete construites. Mais aucune de ces 
formules n esl comparable, pour Texactitude et la simplicite, a 
celle que Moser a donnee pour representer les nombres de la 
table de Kerseboom, et d'apres laquelle on a , jusqu'ji F^ge de 
30 ans , 

y = aV/x; (a) 

X cxprime T^ge , et j/ le iiombre des deces jusqu'ii cet ^ge ; a se 
determine an moyen de la table; ainsi, en represeutant par 
Tunite le nombre des cnfants nes a la meme epoque, on trou- 

verait 

i 

a = 0,2 = -; 
5. 

car, d'apres les tables de Kerseboom, sur 1 enfant nouveau-ne, 
il y en a 0,627 qui atteignent 12 ans; et puisque 1 — a]yx cx- 
prime le nombre des survivants a F^ge x, on a 

1 —a 1^12 = 0,627 
dou 

0,375 
a= -' =0,2004. 

Pour les ages qui depassent 30 ans, la formule (a) ne Con- 
corde plus avec les chifTres des tables. Moser donne pour ce cas 

la formule 

.V- 0,71 25 . V--. 0,1 570 , V'l 
y = 1-0,2l/x-^-l/a•-^J^V/x^ 

qui ropresenle fort bien la loi de mortalite de 30 h 60 ans. 

V 

1 47. C. Quelques rapports remarquables reposant sur les tables 
de mortalite : 

Nombre des deces des hommcs 100 (poup ]n France, d apres 

Nombre des deces des femmes 98 Mathicu). 
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Nombre des naissances des garcons _ ^ ( id. pour Ics enfants M- 
Nombre des naissances des filles 94 gitimes). 

^QO (id. pour les enfants na- 

"~ i05 lupcls). 

Nombre des naissances 100 
Nombre des mariages 22 

Nombre des mariages ^ , , ..... 

; — -— — - — s= — dans les grandcs villes. 

Nombre des habitants 135 

i 
= — dans les pctites villes. 
103 ^ 

= -— dans les campagnes. 
iio 

Nombre des hommes veufs 100 



Nombre des femmes veuves 335 
Nombre des premiers mariages 100 



chez les hommes. 



Nombre des seconds mariages 29 

100 

= chez Ics femmes 

19 

Nombre des enfants legitimes 13 

— — ; ; = pour la France. 

Nombre des enfants naturels 1 

Nombre des d^c^s en une ann^e 1 , , , . 

= dans les grandes vules. 



Nombre des vivants en cette ann^c 24 

=? -— dans les petite^ villes. 

= — — dans les campagnes. 
40 

Gc rapport cxprime la mesure de la mortalite, ou le danger 
de mourir dans Fannee. 

Nombre des naissances annuelles 1 1 ^^^^ \^^ irrandes 

Nombre des vivants ""29 ^ villes. 

^ «.. ^ dans les petites 
=s — ou — >ii ^ 
24 25 villes. 

^ ^ dans les campa- 

= — ou — ^ 

22 23 gnes. 

Go rapport exprime la mesure de la fi^condit^. 
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NATURE £T USAGE DES TABLES DE MORTALITY. 

148. Les assurances siir la vie, les caisses des veuves et 
orphelins, etc.^ reposent sur les lables de mortality, comme nous 
le verrons plus bas. 

Pour le moment^ nous nous bornons k Tusage immediat de 
CCS tables; nos excmples seront ehoisis dans celle de Sussmileh. 

a.) Description de la table. Elle se compose de quatre colonnes 
portant en t^te les indications m, A„o B„, C„ et contenant res- 
pectivement Pdge , les survivants , les deces , et la somme des 
vivants. 

La prenoiere colonne m donne les ^es des individus de la 
colonne A^ depuis jusqu'a 96 ans, d'annee en annee. 

La deuxi^me colonne A„ donne le nombre des survivants de 
Fage eorrespondanl a la premiere. Ainsi Ton voit que S93 indi- 
vidus sur 1000 sont encore vivants a Y&ge de 4 ans. 

La troisi^;ne colonne B^ indique le nombre des dec^s annuels ; 

ainsi 

250 est le nombre des deces de 2i 1 an. 

89 > > » 1 a 2 ans. 

Ces nombres s obtiennent par des soustractions consccutives 
entre ceux de la colonne A^. 
Premier exemple : 

250=1000—750 

89= 750 — 661, etc. 
En general 

"« = A„ A„ ^. I . 
Deuxieme EXEMPLE : Dc 1000 enrants nes 5 la meme epoque, 

374 arriveront a 40 ans. 
et dans Tannee suivante 

7 de ces 374 personnes mourront. 
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La quatrieme colonne G„ se compose de la somme de tous les 
nombres de la deuxiemc colonne, depuis le nombre correspon- 
dant a celui de la quatrieme jusquau dernier; ainsi 

Co = Ao -^ A| -4- ••• -+- Am, 

C, = A| -f- ••. -4- Am =Co— Ao, 

Cj= Aj -*-••• -H Am = C| — Ai, 



Cm= A« -h •.. -h Am = C^_,— A^»4. 

Cos nombres indiqiient done combien d'individus 55urvivent, 
a Tagc m ou a un age plus avance, aux 1000 enfanls nes a la 
meme epoqur. 

ExEMPLE. Le nombre 17,447 est celui des individus ages de 20 
a 96 ans qui, apres 20 ans, survivront aux 1000 enfants nes en 
m^me temps. 

b.) Usage immediat de la table, 

a. Probabillt^ti •Imples relallves li la vie livMialiie. 

149. Premier probl^me. Ghercher la probabilite qu'une per- 
Sonne de FAge m vivra encore apres 1,2, etc., n ans. 
Solution. Soient 

A„ le nombre des vivants du mcmc Sge que la personnc A. 
A,^+,... A„.j.„ le nombre des vivants qui out 1 ...w ans de plus. 

Le nombre des cas favorables a ce que la personnc A arrive 
a Tage m -i- 1 est A«+i; le nombre de tous Ics cas possibles 
est Am ; la probability que celte personnc vivra encore apres 1 an 
sera done 



A 



m 



De meme, la probabilite qu'elle vivra encore apres 2...n ans 
sera : 
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Premier exemple. Quelle est la probabilile qu'une personne 
dc 18 ans vivra encore au moins 13 ans? 
La table donne 

A|, = 499 . Att^,3 = A|, = 433 
done 

433 

Deuxi^me exemple. Dans une soeiete d'assurances sur la vie 
le depouillement des registres a fourni Ics indications suivantes : 

a« pcrsoiines de 20 ans inscriles |)en(lanl lu l^e annee; a, iieodaiil la 2"*% etc. 

6q s 21 n i> r frj n e 

Cq • 22 » • • Cj • " 

•Xq personnes de 20 ans mortes peudant la 1'^ aniiee j a, pendant la 2'"% etc. 
/3^ • 21 »  « /3j « » 

%«22» » » Tt * * 

1* Quelle est la probabilite que Tune des personnes de 20 ans 
arrivera i 21 ans? 

Lc noinbre des personnes de 20 ans est ctq -*- «i -+- "i -♦' •• 
• » deces de !20 a il ans est ao -+- «i h- ati -*- ... 

la probabilite cherchee est done 

(Oo — ao) H- (a, — oTj) -+- (a, — a,) -♦- ... 



P« = 



ito -♦- (i| -♦- a< -+- ... 

S"" Quelle est la probabilite qu'une des personnes ag^es de 21 
ans atteindra sa 22"' ann^e? 

Le nombre des personnes de 21 ans se compose : 

Des personnes admises a cet 5ge et dont le nombre est 

bo -¥- bi ■*- bf '\- ... ; 



Des personnes admises h 20 ans, qui ont atteint leur 21 
ann^e, et dont le nombre est 

(Oo — 3to) -♦- («| — «,) -f- (a, — a,) H- ... 



me 
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Nous aurons done 

60 -♦- 61 -+- 61 -♦- ••• -4- (flo — 0L3) -^ («i — «i) -*- .-. 

pour le nombre dcs personnes de 21 ans. 
Le nombre des deces de 21 a 22 ans est 

la probabilite cherchee sera done 

(a» — oo) -♦- (a, — a,) -♦- ... -♦- (6„ — ?o) -*- (6, — p,) -4- .. 



Pii = 



(a©* — a©) -^ •*• -♦- 60 -*- 6, 



3® Quelle esl la probability qu*une des personnes ftgees de 
22 ans atteindra sa 23°''' ann^e? 
On irouvait par des raisonnements analogues aux preeedents 

(flo — a,) -♦- •••-*- (<>o — Po) H H (Co — ro) •*- -. 

l>jj as=s • 

(Oq — Ofo) -*- ••• -♦- (fco — Po) -H ••• -H fo -4- Ci -♦- ... 

150. DErixi^ME PROBLEME. Ghercher la probabilite qu'une pcf- 
sonne de T^ge m mourra avanl la fin de la 1", 2™% ... n"" annce. 

Solution. Soient qi ... q^ les probabilites cherchees; pi ...p„ 
celles des evenements contraires; nous aurons 

p, -^ 9, = 1 ... p„ ^ 9, = 1 ; 
done 

?1 = 1 — Pl = l— -7— ; 9n=l 7—- 

CoROLLAiRE I. Quelle est la probabilite que eette personne 
mourra dans le courant de la 2""..., n"* annee? 

j^ est la probabilite, h In fin de la 1" annee, que A vit encore 
h la fin de la 2"'; done 1 — ^^ est la probabilite qu'elle mourra 
pendant celte 2"' annee. 

^j^est la probabilite que A vivra k la fin de la l'* annee. 

La probabilite cherchee sera done 



^ 



r 
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De m^me la probability que A mourra dans le courant de la 
J"** annee sera 



A-.U.1/ A.. 



CoROLLAiRE II. Chercher la probabilite que cette personne 
mourra dans rinlervalle de la p** i la (p h- g)"" annee. 

Comme A^ personnes ont m stns^ A.^, p ans de plus, A^^p^^^ 
p -h 7 ans de plus, il s'ensuit que A„^^ — ^m+p^ mourront dans 
rintervalle donne ; la probability eherchee est done 

K 
lit 

La probabilite contraire sera 

ExEMPLE. Quelle est la probabilite qu'une personne de 20 ans 
mourra entre 50 et 60 ans? 
Cette probabilite sera 

A«~A«, 500-240 90 .^^ 
A» 491 491 ' 

151. Troisi^me problems. De / personnes ig^es de m annees, 
corobien en meurt-il k Tage de m + 1 ans? 

La table des mortalites montre que sur Am personnes de Tjige 
m, il en meurt un nombre Bm de m a m + 1 ans. On a done la 
proportion 



'm 



ExEMPLE : Si /=i 1 000 , m = 40 , on trou ve A^ = 374, Bm »» 7, 

done 

7.1000 _ 
x^ _-^ =19. 
374 

Remarque. La quantity -^ est appelee vitality, ou le pouvoir de 
vivre relatif i T&ge m. Pour les personnes de 11 & 18 ans, on a 
X ^=: 8; pour cet Age la vitalite est done ^ • 
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Si I'on prend cette vitalite pour unit^, elie sera - pour tout autre 
^ge ; et X se determine par la proportion ci-dessus. 

En construisant une table d'apr^s cette formule, on trouve que 
ia vitalite est tr^s-petite^ dans les deux premieres ann^es, qu'elle 
augmente rapidement jusqu'i 1 ans , oil elle est a son maximum. 
Elle reste alors stationnaire jusqu'i 20 ans; a partir de cet Sge 
elle diminue, et apr^s 80 ans elle redevient aussi faible que dans 
les premieres ann^es de Texistence. 

Voiei cette table : 

Table de vitalite. 





nOMBKI 






HOHBM 




AGE. 


de 
par M. 


VltelliA. 


AGE. 


de 
per en. 


Vitality. 





250 


0,03 


46 


8 


4,00 


i 


499 


0,04 


47 


8 


4,00 


2 


65 


0,42 


48 


8 


4,00 


3 


40 


0,20 


20 


9 


0,99 


4 


24 


0,33 


25 


44 


0,73 


5 


24 


0,36 


30 


44 


0,57 


6 


49 


0,42 


35 


47 


0,47 


7 


46 


0,50 


40 


49 


0,42 


8 


45 


0,53 


45 


24 


0^ 


9 


43 


0,62 


50 


30 


0,27 


40 


9 


0,99 


55 


35 


0,23 


H 


8 


4,00 


60 


43 


0,49 


42 


8 


4,00 


65 


62 


0,43 


43 


8 


4,00 


70 


80 


0,40 


44 


8 


4,00 


75 


402 


0,08 


45 


8 


4,00 


80 

• 


435 


0,06 



1 52. QuATRiiiME PROBLi&ME. Dc / individus nes ensemble , com- 
bien en survit-il apres m annees? 

D*apr^s la table ci-dessus , de Ao = 1000 individus n^s en 
m^me temps , Am survivent apr^s tn ans, on a done : 



Ao:A^=<:x, x = 



IK. 

Ao 



^ 



( 277 ) 

CiNQui^MB PROBLi^ME. De / pcrsonnes Sg^es de m ans, combien 
survivront apr^s p annees? 
On a la proportion 



A 



IN 



Sixi^ME PROBLJ^ME. Dc / personncs ^gees de m ans, combien en 
meurt-ii dans p annees? 

Ce nombre sera . A^h^i ^ A« — A 



Am A„ 

Done de { individus de Tdge m, il en meurt dans Tann^e sui- 
vanie 

Am A,^ X 

i53. DEFINITION. La dtiree moyenne de ce qui resle i vivre, in 
une personne de T^ge m^ est le nombre qui indique combien 
d^annees chacune des / personnes, ayant m ans actueilement, 
auraicnt encore k vivre, si toutes arrivaient au m^me Age. 

SeptiEme probl^me. Ghercher la duree moyenne Fm de ce qui 
reste k vivre k une personne ^g6e de m ans? 

Solution. Soient m^m-^Xy wH-2,w-f-3, etc., les Ages con- 
secutifs; A«, A,^,, A^^,, A^^^, etc., les survivants ft ces 4ges; 
A^ — A,^,, A,^, — A,^^, A„+, — A.^^, etc., les individus di- 
cedes de chaque anni^e ; 

awHM, 5i±i, ^^^ etc., la durte moyenne de la vie de 

chaque d^cede; 

— -z — (Am- A^i)» 



2m-^3 



2 
2m-*- 5 



(Afli^-t — ^m+V y ^^»y 



soDt les dur^es moyennes de la vie de tous les decides. 



( 278 ) 
Les dur^es h partir de TSge m seront : 

3 

5 

^ (A«H.t — Am^s), etc. 

La somme de toutes ces durees sera : 

i 

- A^ -4- A^, -*- A«4., -4- A«+3 -*- etc. 

Done la duree moyenne de ce qui resle it vivre , i la pereonne 
de I'^ge 991 est 

i 

A^ 2 A^ 2 A. 

ExEMPLE. Quelle est la duree moyenne de la vie d'une per- 
sonne de 30 ans? 
La table donnc A«»»439, C^,= 12324, done 



i 42324 ^ ^^ 

F„ = - H = 28'",S7. 

" 2 439 

Remarque. L Gomme on a 

i A„+i-4-A«+i-hA|»^8-- i A»4^r. A,^i-*-A, 






2 A^ 2 A 

«, 4 A^,-4-A,H^H — 4 A,»+.tr A,^H----i 

F -sr- H = — I — - — I i ^ I 

2 A« 2 A„ L A^, J 

F,^rf=— H -^^^^^^ — r^^^^^ = etc., 

2 A^ 



on trouvera : 






2 A. 



1 A^, r„ ii 
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Au moyen de ces formules on peul done d^duire F^^., dc F^ , 
F^+, de F^^4, ainsi de suite, cl former une lable de la dur^e 
moyenne du temps qui reste encore a vivre. 

La table ei-dessous a ete construite de eette raaniere. 



Table de la duree moyenne de la vie. 



in- 


Fm 


m 


¥m 


m 


Fm 


m 


Fm 


m 


Fm 





28,49 


19 


37,57 


38 


23,78 


57 


13,62 


76 


6,74 


i 


36,72 


20 


35,03 


39 


23,21 


58 


13,04 


77 


6,23 


2 


40,74 


21 


34,39 


40 


22,64 


59 


12,55 


78 


5,93 


3 


42,50 


22 


33,74 


41 


22,06 


60 


12,07 


79 


5,69 


4 


43,28 


23 


3:1,09 


42 


21,48 


61 


11,58 


80 


5,53 


5 


43,31 


24 


32,44 


43 


20,89 


62 


11,10 


81 


5,31 


6 


43,22 


25 


31,78 


44 


20,31 


63 


10,69 


82 


5,00 


7 


43,06 


26 


31,12 


45 


19,72 


64 


10,28 


83 


4,75 


8 


42,76 


27 


30,45 


46 


19,12 


65 


9,88 


84 


4,60 


9 


42,39 


28 


29,79 


47 


18,58 


66 


9,50 


85 


4,32 


10 


44,9i 


29 


29,18 


48 


18,04 


67 


9,13 


86 


4,14 


ii 


41,33 


30 


28,57 


49 


17,49 


68 


8,79 


87 


3,75 


i2 


40,65 


31 


27,96 


50 


16,95 


69 


8,47 


88 


3,40 


43 


39,96 


32 


27,35 


51 


16,46 


70 


8,18 


89 


3,12 


U 


39,26 


33 


26,73 


52 


15,96 


71 


7,85 


90 


3,00 


15 


38,56 


34 


26,11 


53 


15,48 


72 


7,55 


91 


2,50 


46 


37,86 


35 


25,49 


54 


14,98 


73 


7,30 


92 


2,00 


47 


37,16 


36 


24,92 


55 


14,50 


74 


7,01 


93 


1,50 


48 


36,46 


37 


24,35 


56 


14,01 


75 


6,76 


94 


1,00 



Remarque II. Soient 



-7— == Pm+l 1 — T- == Pm+ty etc.; 



'm 



'm 



ces rapports expriment les probabilit^s d'atteindre rn H- 1, 
w -+- 2, etc., ans; la formule (i) devienl, en les employant : 



4 

F« = - H- p^+, -4- p„+, + p^+5 + etc. 



19 



^ 
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Comme 



on aura 



done 



i 
Fm+i = 2 -^ Pm+« -^ P«+» -*- etc., 



P« = a "*" P**"*"* P"** ■*■ 2] 



m 2 
P«+4 = 



F-.+* ■*- 2 



Done, k Faide d'une table de la duree moyenne de la vie, on 
pent former une table de mortality » ear puisque 



P-H^ 


= > 

A« 


A»fi 


— ^mPmt* . 



il en r^sulte 



1S4. Dj^finition. La vie probable ou la dur^e probable de ce 
qui reste k vivre k une personne de Tdge m^ est le laps de temps 
pendant lequel la moitie des personnes de cet kge sont mortes. Si 
Gm d^signe la vie probable, on pourra parier 1 contre 1, qu'une 
personne de m ans, vivra encore G„ ans, ou mourra avant 
d'avoir atteint ee terme. 

HuiTitiME PROBL^ME. Trouvcr la vie probable G„ d'une per- 
sonne Jigee de m ans. 

II faut prendre le nombre A^ eorrespondant k V&ge m^ cher- 
cher, dans la colonne m, le nombre k eorrespondant au nombre 
I Am pris dans la colonne A,.; la vie probable, k partir de T^ge m, 

sera 

G^ = A: — m. 

ExEMPLE. Chercher la vie probable d'une personne de 50 ans. 
La colonne A^ donne 300; done i A^=i50 ; ce dernier nombre 
correspond i /: = 66,2. Done 

G«-= 66,2 — 50 = 16,2. 
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155. DEFINITION. Le danger annuel de mourir est ^gal au rap- 
port du nombre des d^c^s de chaque Sge a la population eorres- 
pondante. 

Le complement arithmetique de ce rapport est la probabilite 
d'arriver k la p^riode suivante. 

p. Pr«bAbllll^0 ceiy^ e a relaUves 4 la vie hnaialiie. 

156. Premier probleme. Deux personnes A et B ag^es de m et 
de n ans , sont assoeiees pour un terme de t ans; quelles sont les 
probabilites que ees personnes vivront^ ou seront mortes apr^s 
ce terme ? 

La probabilite pi que A vit apres t annecs = -- — 

> p, »B » t» = 



qi p A soil mort apr^s t » =1 — 



A 
A 



A. 



9, » B . » t * =1 ^ 



'n 



1^ La probabilite eomposeepip^ que les deux personnes exis- 
tent encore apr^s t ans, est 

A A ' 

^ La probability que A et B, ou Tun au moins, n'existe plus 
aprSs t ansy est 

A A 



1 — 



A A ' 



3^ La probabilite piq^ que A vit et que B est mort apr^s t ans, 

est 

A, 

A. 



'm 



('-^)= 



i"" La probabilite p^q^ que B vit et que A est mort apres t ans, est 

A«+( / . A, 



['-¥]■' 



'n ' "m 



^ 
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5^ La probability 949^ que A et B sont morts ensemble apres 

t ans f est 

{'-^K'-x')- 



*m ' * n 



Remarque I. Les probabilites designees sous les num^ros 1*, 
3% 4% 5^, sont fournies par les termes du produit 

(Pi-*-9i)(P«-»-9i) = ^- 

Remarque II. Les probabilites eompos^es relatives k trois per- 
sonnes associ^es pour un certain terme, sont donnees par le pro- 
duit 

157. Deuxi^me probl^me. Soit M un nombre de couples maries, 
les hommes ayant tons m ans , et les femmes n ; quels sont les 
nombrcs de couples vivants ou morts apr^s t annees? 

i® Apres t ans, un nombre M . ^^ • -£^ de ces couples vivront 
encore; 

2" Apris t ans, un nombre M . ^^ (* - ^J^J de veuves vivront 
encore ; 

3' Aprte t ans, un nombre M ^ij±^( «-- ^| de veufs vivront 
encore ; 

4« Apr^s t ans, un nombre de couples 

n'existeront plus. 

ExEMPLE. De 1000 couples, dont les maris ont 30 ans, et les 
femmes 20 ans , 

1 000 . —- — = 762 coaples vivront encore apr^ 1 ans; 

1000.-— — li — I = 1 32 veuves vivent » • 10 ans; 

A» \ Abo / 

1 — 1= 90 veufs • « . 10 ans; 

Ajo / 

1 T — 111 T — I = iOcouples u'exislerontplus " iOans; 

Total. . . 1000 



1000.^( 
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158. DiEFiNiTiON. La duree moyenne du manage est le nombre 
moyen des annees pendant lesquelles un couple donne vit en- 
semble, jusqu'au deces de Tun des epoiix. 

Troisi^me probl^me. Ghercher la dur^e moyenne des manages. 

Soient M couples dont les maris ont m ans, les femmes n ans; 
de ees couples , il y en aura : 



vivant ensemble apres la i'* ann^e; 



)me 



M. 




AiH-l 

A, 


M. 


A„ 


A.+1 
A„ 


M 


Am+3 


A.+S 



» » o"** » etc. 

Cette suite doit 6ire prolong^e jusqu a ce que^ d apr^s la table 
de mortalite, Tun des facteurs ^^ou ^^ deviennc zero. 
Soit k la duree moyenne des manages, on a 



M 

somme des Dombres de couples survivants jusqu*^ la morl d'un des conjoints 

nombre des couples primitifs 

i 

= T— 7— [Am+iA,*! -*- A^,A,+, -H etc.] (o) 

1S9. QuATRi^ME PROBLEME. Chercher la duree moyenne du 
veuvage des femmes. 
Soit L cette duree moyenne ; on aura 

somme des nombres de veuves survivantes jusqu'^ la morl de la derni^re 

nombre des couples primitifs 

«[*-{'-T)-*"('-x=)-if('-x')-] 



M.A„ 



(. A,„4.i\ / A„ 



aT 



' etc. 



( 284 ) 
Et commc 

on trouvera, en tenant compte de la formule (a), n^ 158 : 

Remarque I. On trouve de m£me pour duree moyenne H du 
veuvage des hommes 

Am A„ 

Remarque IL Soit G la dnree moyenne d'un nombre donn6 M 
de couples. En faisant I = 1, 2, etc., dans 

MM --^1 (i — L nombre de couples mortsapres(ans, 

on a 

«-('-i7)('-x)*('-t:)('-x)-'- 

Et si N est le nombre de tennes de cette suite, 

A^ A„ 

Remarque III. Dans les quatre forraules K, L, H, G, on a sup- 
pose que les separations des couples avaient lieu au commen- 
cement de chaque annee; mais il est plus exact de supposer que 
ces separations aient lieu uniform^ment pendant tout le cours de 
Tannee : cc qui revient a en transporter Torigine au milieu. Mais 
alors il Taut ajouter Ya ^ux qCiatre formules trouvees, par la memo 
raison que Ton a ajoute Ya ci-dessus a la duree de la vie moyenne. 

ExEMPLE. Gherchons 1*" la dur^e moyenne K du mariage; ^'^ la 
duree moyenne L du veuvage de la femme ; 3® la duree moyenne 
H du veuvage du mari, d'un couple dont le mari a 90 ans, etla 
femme 80 ans. 



N 



( 285 


) 


La table de mortality donne 




A„ = 5 A„-=32 


produit=160 


Am — 4 A„-=28 


» — li2 


A«=.3 A«,»24 


. = 72 


A„ — 2 A,« — 20 


. = 40 


A«— 1 Am— 17 


. — 47 


Ak = A„=44 


. == 




Somme — 40i 



On a 



A« = Am= 6 



i» 



Done 



A„ s=s Ago = 37 
C„ ^ I = Cgi = 1 86 

Cii»+l = C9l= 1^ 



„ 1 401 

K= --♦--—=:= 2,51 ans. 
2 222 

1 C,., 1 186 

L = ~H-^- — K==:-H- 2,51 == 3,22 ans. 

2 A. 2 37 

1 C,^ 1 13 

H = --h-^!^— K = -H- -- — 2,31 = 0,69 ans. 

2 A« 2 6 

160. CiNQuii^ME PROBLEME. On connait la duF^e Hioyenne K du 
mariage d'un couple dont le mart a m ans, et la femme n ans, 
en conclure la duree moyenne K' du mariage d*un autre couple, 
dont le mari a ?7i + p ans, et la femme n -h p ans. 

Solution. On a 

1 1 

K == -7—7- [A^,A^, •+■ A^,A«+^] H- — --[A^^,A,^t^, -h etc.] 

\ 

= Q -+- — - [A„H^H-lA|•+|^fl -»- ^m-hi^t^n-hp+i "+- CtC.], 
Am'** 

mais on a 

i 

= [K-Q] *-^" 



A»+pA„^, 



ExEMPLE. Soient f?? = 40, n = 30, d'ou K == 17,1 1 
m + /) == 41 , n 4- p = 31 ; chercher K'- 



^ 
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On a p = 1 , done 

Q = -r-r^= 0,968, 

A|o . Ago 

done 

374 439 
R' ^ (i7,1i - 0,968) — .— = i6,66 ans. 

161. Dur^e moycnne des manages. Soil n manages entre n 
gargons de I'dge a, el n Giles de I'Sge a'. 

Soil 9 la probabilite qu'un gar<;on qui se marie a TSge a par- 
vienne a Page a + x; on a par la table 



soit 

on aura : 



d'ou 



9 


A. 


• 


A. 


= P'. 


A 


f 


P' 




n? 


nq' 

p' 





nombre des maris vivanls k Tage de a -h x ans. 

Soit ^ la probabilite qu'une fille se marie k T^ge a' parvienne 
a r^ge a'+ x; on a par la table 



^ = 



Ao'+« 



A.. 

et si Ton fail A.. =p'\ A.,+, = g" 

tf" nq' 

P P 

nombre des femmes vivantes k Tage a' h- x. 

cp/* est la probabilite que leur manage subsiste apres x ans. 

nCi (cp . ^Y (^ — ?4)"~' ^^^ '^ probability que sur les n manages 
il en subsiste encore t apres la x'*"* annee. (Voir n* 20). 

Le plus grand terme de [(f4 -4- (1 — 9HJ>)J", est celui dans 

Icquel on a 

f^ : \ — yi/; = I : n — i 
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d'ou 

i = nf^ (\) 

Done le nombre des manages qui subsiste le plus probable- 
ment apres x ans est 



-'-.'' 



•="^*="XX'=7^ .... (2) 

A Faide de eette formule (2) on pourra former d'annee en 
annee une table des valeurs de t. En faisant la somme de tous 
les nombres de eette table, et en la divisant par n, on aura la 
duree moyenne des mariages faits a T^ge a pour les gargons, et 
a r^ge a' pour les filles. 

Faisons pour simplifier a = a', (p ==: ^p, (j[' = q\ p" = p', ce 
qui revient k supposer que les conjoints sont du meme age, 
et que la probabilite de la vie des hommes soit la m^me que 
celle des femmes : la formule (2) devient 

*= -"TT W 

p'« 

la formule (1) devient 

t=:nf' (4) 



t 



162. ProblAme. Chercher la probabilite que Terreur de i=^/i 
est comprise entre ± s. 

Si de p individus de T^ge a, q parviennent a Tage a h- x, en 
supposant que p et 9 soient infinis, on aura exactement : 

d^ou 

— -— = 1 — y. 



Pour un grand nombre p' d'individus, on aura qr' =^. 
Si z est Ferreur de eette determination, on aura exactement 



q = hz, 

P 



1^ 
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done • 

en negligeanl le dernier lerme qui esl de I'ordre de^; el la pro- 
bability n de z sera (n° 112) : 

n = \/i ? 1 e"*"'"^'' <'+*■> dz 

V (2yp'(p-9)(p+p'),ri 

N^gligeons |^ vis-^-vis dc 1 , nous aurons 



i 



n= e »?''''<*" 7) djj. ... (6) 

C'est aussi la probabilite de la valeur (5), qui est la vraie valeur 
de I. 

Maintenant cherchons : 

1*" La probabilite de I dans Texpression 

^—^-yr-^l = nf'-*-l (7) 

Comme i = n(f^ est Texposant de f\i du plus grand terme de 
[(p|; -h (1 — <}4)]" , il est clair que ny* est Texposant du plus 
grand terme de h^ h- (1 — y*)]". Done la probabilite de /, dans 
Texpression (7), sera le /*"' terme de [9* -h (1 — y')]" apres le 
plus grand terme de ce bindmc. 

Or, d'apres le theoreme de Bernouilli, le plus grand terme G 

du binome (p 4- qf est (n° 51) 

I 
G = 

y/'^ir iipq 

Si G„_i, G,^, designant respeclivement le l^' lerme avant, el 
le /*^ terme apres le plus grand G, on a (n° 51) 



2 It 



G..,-^G..,= — =re '^^^ 



V/27rfxpg 
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Cela pos^, en prenant approximativemcnt 

G^, = — ^e"^ (8) 

on n'aura qu'a faire p = f,q = l — f,ii = n, et la probabi- 
lite 11' de /, dans Texpression t = wcp* -+- /, sera 

V/2frnf' (i — /) 

done la probabilili II, de Texislence simultanee de z et de /, dans 
Texpression 

,^-jl^^J^^l ^(«) 

P^ P 

sera 

^ fl 

n, = n.n'= dzdl . (40) 

Mais si « est Terreur de t , dans t = ^ , la valeur de i sera 

e = ^-.., (H) 

P 

done pour que (a) soit aussi la vraie valeur de t, on doit avoir 

no'* ^nq'z . no" 

P" P" P 

ou 

/ = s^^ («2) 

p 

done 

"1 = :: : — tt: m -dzds. . . (13) 

est la probabilite de s dans Texpression 

n^'* 2ng'« wqr'* 

p'» p* p' 
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a*' Cherchons la probability P que Terreur de t = ^ est 
comprise entre db s. 

Pour cela il faut integrer (13) par rapport a z entre les li- 
mites — 00 et H- 00 , et par rapport k s, entre — set -h s;on 
trouvera ainsi : 

"^r) 

P = I ds I dze «fu-f)f>' «"?«(•-?') 

soit 

1 



alors 



— « 



comme <p =^/ approximalivemenl, d ou g' = ^p', on a : 



Posons : 



_ p'^ (i -»- y) + 4ny __ 2p'« 

alors P = c/dse~^f*^'-rifdze 



-A(»t + l^,) 



— » —* 

+ • 



-[i«5>.(i-^t,-A»«]/Xp-*t' + »)' 



== c/d«c""L«-?«(»-?*)-H/"c 



— » — » 



et comme 



/rfze-*"-^"-=*»/;r; 



— s 



on aura P = c f dse Nf (*-?•) **'M = 



— • 



|/P' 



l/27r [p'«(i -+- ^) -4- 4wf>] ny» (1 -+- y) ^^^ 



/+• _j it^ 
. 



^ 
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ou bien, en posant : 






dur£e moyenne d une association quelconque 

DE n INDIVIDUS. 

163. So]enta|,a<|,a3...a„ les hges respectifs de ces n personnes; 

• Pi,P2,/?5...p„ leurs probabilites respectives de vivre 
encore x ann^es ; on aura : 

Ao,H-» -"as-Hx ^Oji+« 

Afl, «a, «a„ 

Soil i le nombre des associations existantes apr^s x ans, ecoules 
depuis Torigine de Tassociation , on a : 

i = n,piPi,..p„ (i) 

Remarque. Si les associes sont du mdme &ge, et que r soit leur 

nombre 9 on a 

i = np: (2) 

La somme des valeurs de (1) ou de (2) correspondantes k 
toutes les valeurs de x, divis^e par n, sera la durie moyenne de 
ce genre d'association. 

DURJ^E MOYENNE DE LA VIE. 

164. Premier probUme. Soit« = /-h nii^ determiner la pro- 
bability P„ que la somme des Ages auxquels parviendront n indi- 
vidus, n6s k la m^me ^poque, est egale a cd. 

Soit a Ykge le plus 6leve ; 

Soient o, da, 'jida, Ma ...x ... a les Ages respectifs desn per- 
sonnes ; 

Soient 9 (o) , 9 (da), 9 (2da) . . . 9 (x) . . . 9 (o) , les probabilites 
correspondantes. 



w 
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On aura : 

/*" f (x) dx = f(o)-^ f (da) ■+■ '^ (2da) h h ^ (o) = 1 , \ 

c'est-i-clire que la probability que Ics n individus auront ou o, 
ou da^ ou 2(/a ... ou a ann^es, est une certitude; 

J^^Xff (x) rfx =s Of (o) -4- daf (da) -¥- ^da^ (2rfa) -+-••• 



somme des prodiiits des ^ges par les probabilit^s correspon- 
dantes, sera la vraie duree de la vie moyenne; 

y " x\ (x) dx = o\ (o) -♦- da\ (da) -+- (2rfa)' f (tda) -¥- elc. 



somme des produits des carr^s des 4ges par les probabilites 
correspondantes ; 

y "x'y (x) dx =o*f (o) -f- da\ (da) -^ (^da)^ f (2da) -♦-... etc. 



somme des produits des cubes des dges par les probabilites 
correspondantes ; 

et ainsi de suite. 

Posons X = ax' , f (ax') = ^ (x') , 

r\xdx'=k, f'x'^x'dx' = K, /'x'V{x')dx'=A.,cte. 
2> 

II vient 

/*" f (x) dx = aj* ^x'dx' = a* = 1 , 

/**Xf(x)dx = a^ x'tpx'dx'=a*ki, [ /^j 

b 

y Vf (x) (/x= ay"* x^x'dx = a'it, . 



Les termes du produit 

i ? (o) ■*■ ? {^«) + ? (2d«) -*- • • • -^ f (a) j " = 1 . 

exprimeront toutes les probabilit6s composees possibles des Ages 
simultan^s des n individus. 
Soit 

X = j f (o) + f (da) (*• -4- f (2rfa) ««•-+-... j "=2 P„«« , 

alors P„ sera la probabilite que la somme des ages auxquels les 
n enfants parviendront est &>. 
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Pour trouver P<^, posons ^ = e-®*^^, on aura ' 

X = { y (o) -H y (rfa) e-«*» ♦^ -H y (2da) c- w^***^^ + . . . j "= 2 P„r-°^« *^ 
= Po+ Pje-***^*^-*- etc.-*- P«e-«^»*^-+-Pc;„.je-«^(»+*»)i^-i-Hetc. (3) 

On a f^^v^^v-idf, = 0, fjdrs = ^7: .... (4) 

Done en mulliplianl (3) par e^^^'^dw, et en integrant entre 
les limites o= — tc et t3r = 7T, tous les lermes du second membre 
disparaissent k Texception du lerme en P^^ , et I'on a 

27rl/^ 

et comme « = / -h »|ut 
P„= — J^'' irst^y^i \ e^^^^ [y (o) -H f (da) e-^'*' v=4h. ^ (grfa) c-w- »^^ . . .1 } •. 

27rr;r 

Soit 

A = { €^»v=i [^ (o) ^ f [da) c-tydavcn ^ ^ (2do) e-*^*»*^ -+-•.•] j ", (5) 

nous aurons : „ ^ r^ ^ irtx^-ii i^^\ 

P« = x-/ d^e^^'A (6) 

Or on a : 

1. A = npa V/^ -f- n 1. { f) (o) -4-y(da) e-^-v^H- ^ (2da)'~"'*'*^' + etc. j 

y ( r y a'do* a'da' T 

=nf*«rV/— i -f- nl. }?(o)-Hf(do) 1— adaK— i h -r-=- K--T-f- etc. 

^y(2da)|^l -a2da»/-l — + yy J/ITi ^ etc. 

+ y(3do)| 1— aSdal/^ ^H-^-^l/Hi -♦- elc.l 

-+- etc. > 

z=niia\/ — \ -♦- n l.j [f{o) -f- f (do) -♦- y(2do) -+- f{Zda) -h etc.] 
— a 1/ — 4 [f (o) -4- y (da) da H- 9 (2da) da -4- •••] 



«• 



— — [f (0) -♦- f (da) da* -h ^ (2da) da* -+- etc.] 

s 

-*-- — 1/ — 1 lf(o) -H r (da) da'-f- f (^da)da^ -+- etc.] 4- etc. 
2.3 *■ -^ 
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On a ajoute 9 (o) = dans les polyndmes entre parentheses, 
et a cause des equations (1) et (2), on pourra ecrire : 



1. A = flfia I/— \ -H n J. \f*fxdx — a 1/ — ^f'xfi 



^xdx 





lo^^xdx H 1/ — 1 / x'fxdx -♦- etc.} 



cr' 



etc. 



\ JL 2.0 

'^ . I * 2 * 2.3 fc ' 

Si Ton developpe le logarithme en serie on trouvera : 

1. A = nf*crK— 4 -+-w<— crl/--l — -h -o^—- — etc. 

( fc 2 A 2 A» 

== (^ ^ ^] n. I/— 1 ^ „aV (-*^) - etc. 

JUL etant quelconque, on fait disparaitre le premier terme ima- 
ginaire en posanl (v. page 292) : 

afc, a'*i ^ 

f* = — = — 7- = a'A:i=y Xfxax, 

vraic duree de la vie moyenne. Alors 

1. A = — n -^— aV — etc. 

2** 

Passant aux nombres : 



A=e 



n etant tr^s-grand, on peut negliger tous les autres termesde 
Texposant de e, d oil 
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on peut ^tendre les limites a =fc oo, el poser 



. . . . (6) 



Pour effecluer rintigration de (6), il faut faire en sorte que 
Texposant de e devienne un carri ; on a : 

/„l/"~7 ^ ^-*L . t **«-*5 tl , 2WI/IT ) 

w K — 1 — »- — » CTvs = — n o' \ er* - «■ ( 

a** "(r na'(a,-«)J Lna'(JfcA.-A')Jj' 

Soil fi«== *' 

2 (*Ar, - *}) 
il viendra 



l/=T 



2p ai/n 



na 



fl 



done P„==: — / dfse f «/3 -vr^ ! c •«*. 

27r«£, 

Soit L 7=-=^ 

2p a\/n ' 

2S 

dou (fe = — 9=*; 

on aura Pec = 5- e -• • —y-J^ \ 

mais y *e~ '^ = [/k^ 

done P„ = — L_e ~^ (7) 

aynr ^ 

probabilite que la somme des Ages auxquels parviendront un tres- 
grand nombre n d^enfants^ est : 

w = / 4- w;t = / -4- waVf, = / -«. n jx'.xdx , 

0-^ 20 



s 
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c'est-a-dire que cette somme est egale a /, plus n fois la duree 
de la vie moyenne. 

165. Deuxii^me probl^me. Ghercher la probabilite P que la 
somme des ages auxquels parviendronl les n individus, est com- 
prise entre 

L l/nj 

En faisant varier / d'une maniere continue depuis — / jus- 
qu'a H- /, on a 

P est done aussi la probabilite que le rapport de la somme des 
ages auxquels parviendront les n individus, au nombre des indi- 
vidus, est compris entre a^fci zt-^ou entre la vraie duree de la vie 
moyenne augmentee ou diminuee de-^. 

Remarque. Quand n est tres-grand, on a a peu pr^s : 

/a 
Xfxdx = a^ki = G 



rapport do la somme des £iges auxquels parviennent les n per- 
sonnes, k ce nombre n, ou duree de la vie moyenne; 

/* Xfxdx = -T— == H 
•6 k 

rapport de la somme des carr^s de ces ^ges, au nombre n. 
On a done (voir p. 292) 

_ G Gail: Gk 
a* o* a 

G'A* 
it' — — -, 

or 

m 

k% — — ; 
a'' 

ft» aV a' 



2 {kk, — k]) 2 (ifc'H — G*') 2 (H - &) 



a 



i Vn 



P=7737i^-7T^'^t-- 



i/5 (H - G«) 2j3 a 1/2 
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166. Troisieme pbobUme. Chercher Terreur moyenne i craindre 
en plus ou en moins sur la diiree moyenne G de la vie. 
La probabiJit^ de r est 

1. ^-^ dr ; 
done la valeur moyenne de r est 



ar 



Lu valeur moyenne de pj est 
mais 



done la valeur moyenne de p^ est 



2'p *{ ' 2p 

or 



apj/llTr |/2n7r 

mais 

^ = T7zf ^ 



V 



re"^*** 



JT' 







est la probabilite que le rapport de la somme des Ages auxquels 
parviendront n personnes, au nombre n, est eompris entre la 
vraie duree de la vie moyenne zh ^, ou bien, que G est eom- 
pris entre la vraie dur^e de la vie moyenne augment^e ou dimi- 
nuee de 

»/H — G* 

done en prenant G pour la vraie duree moyenne de la vie, on 
risque de commettre une erreur comprise entre 



\/H — G« 

± 

\/2«7r 
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Remarque. Ces resultats sont encore vrais reiativenicnt i la 
duree moyenne de ce qui reste k vivre, Iorsqu*au lieu de partir 
de Tepoque de la naissanee , on part d'une ^poque quelconque 
de la vie. 

167. QuATRi^ME PROBLi^ME. Determiner la duree moyenne de 
la vie dans le cas ou une des causes A de mortalite venait k dis- 
paraitre. 

11 suilit de connaitre le nombre dc survivants de Vkge x, si la 
cause A n'existait pas; car alors on pourrait former une table de 
mortality pour ce cas, el en deduire la duree de la vie moyenne, 
en comparant cette duree a celle que Ton conclut des tables de 
mortalite ordinaires, dans lesquelles on n'a pas fait abstraction 
de A. On aura Tinfluence de la cause A sur la duree de la vie 
moyenne. 

Soient Y, le nombre des individus qui, sur n naissances, 
vivraient k Vkge x, si la cause A disparaissait ; 

y, le nombre des individus qui, sur n naissances, vivraient 
encored T^ge x, dans le cas ou la cause A subsistc; 

(f(x)dXf la probability qu'un individu de T^ge x perira de la 
cause A dans Fintervalle de temps dx, 

]/(pxdx, le nombre des individus qui periront par cette cause 
dans ce m^me intervalle de temps dx. 

Y\//X(fx le nombre des individus de Tdge x, qui periraient dans 
rintervalle (/x, si la cause A ne subsistait plus. 

On a done, en remarquant que y et Y diminuent, lorsque x 

augmente : 

ydx { yx -*- v//x j = — dy, 

et 

Y J/ (x) dx «= -^ dY. 

Eliminant »//(ac), on trouve : 

l.Y = l.yc-^^«^, Y^ye^f*^'. 

L'integrale y^dx se trouve approximativement par les tables 
de mortality, car en faisantdx = 1 an, on peutconsiddrer/fxdx 
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commc etant le rapport du nombre des individus que la cause A 
fait perir chaque annee, au nombre n de ccux qui vivent encore 
au milieu de eet(e annee. 



DE LA POPULATION. 

168. Thi^or^me. Si dans un pays les rapports de la population 
aux naissances et aux dee^s annuels sont des nombres constants, 
les naissances 9 les dec^s et la population k la fin de la premiere, 
de la seconde, de la troisi^me, etc.^ ann^e, a partir d'une epoquo 
donnee a, constitueront trois series de nombres en progression 
geometrique. 

DEMONSTRATION. Soieut : 

P, D, N respectivement la popalatioo, les nombres des dec^et des naissances 

i r^poque a ; 
Pi , D| , Ni , les m^mes nombres k la fln de la premiere ann^e ^ pariir de Tepocfue a; 

Pf, Df, N«, » • seconde ann^e • » 

PgyDsyNg, » n tFoisidme anu^o « » etc. 

On a par hypoth^se 

P P , . , , P P D n 

- e=«, -=^o dou N = -. D=-» r; ==-, 
N D n d ^ d 

— - = w, ■=r = d dou IV|= — » D,=s — > — =--, etc. 



Soient 



4 ^ ^ 

n d 



et2, 2|, ^3 ... les exces annuels des naissances sur les deces. 

On a 

P P /i 1\ 
!•» 2=N -D = - = P 

n d \n dl 



2,=.N,~D,= . . P 
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P =nN 

P, = P -+-2 =p(l +1— ij=Pr 

P, = P. + 2,= P,r 

muliiplianl par ordre et rcduisant, on trouve : 

P.. «= nNr* = Pr* (a) 

done 

P*+, = Pr'^* 
dou 

r = ^ (b) 

P. ^' 

n 
done 

N, = , 

n 

et 

r= • • (c) 

et par suite de(a), 

nNr' 

et puisque 

D, = Dr', D,+, = Dr+^ (d) 

et 
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Par Ics formules 



P, = Pr* r = 



i+i 






N,+, 



0^ = 01^ r 



N, 



il cstclair que la population, les naissances et les deces forment 
des progressions g^om<itriques dont la raison sera eonnue, si Ton 
connait deux termes consecutifs de I'une quelconque de ces pro- 
gressions. 

169. Probleme I. Les naissances et les deces annuels etant 
proportion nels a la population, trouver le nombre t d'annees 
necessaires, pour que la population soit devenue egale k m fois 
la population primitive. 

Solution. P etant la population actuelle, 

_  

Pr* est la population apres la premiere annee ; 
done 

log. m 



Pr'rramP, Ct 1 = 



Jog.r 



Problj^me 11. Les naissances et les deces annuels etant pro- 

portionnelsa la population; et2 exprimant Texc^s des naissances 

sur les deces pendant la periode de i annees, trouver la raison 

de la progression g^ometrique qui cxprime la population a partir 

d'une epoque donnee. 

Solution. On a 

P, = Pr* 

dou 
Soit 



on aura 



-0-^1 



f-«-M-^|]=-^ 



r = \ -♦-—-=1 -\ 

iP iP 
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ProbUme 1I(. Soil N' le nombre des naissances des enfants 
nes t annees avant T^poque acluelle, par consequent le nombre 
des naissances des enfants qui ont aetuellement de i a t + 1 ans; 

Soil Pj^i le nombre des dec^s actuels des enfants de t a i + 1 
ans correspondant aux N' naissances ; 

Ghercher le nombre a^^., de dec^s des enfants de t li i + 1 ans 
correspondant aux N naissances. 

Solution. On a la proportion 

'■^' — F"^ 

or 

ou, en changeant N,- en N et N en N', 

N = NV* 
d'on 

N' = ^., 

done 

NI) 



A 



^— D r' 



i+i — ^ — *^i+i 



N 

et 

A| = D,r'-' [e) 

170. Probl^me IV. Connaissant les nombres N, r, B, ainsi 
que la repartition des d^ces suivant les ^ges a une epoque donnee 
rt, Irouver les nombres des survivants a la fin de la l"", de la 2"", 
de la 3""% etc., t*"* annee h partir de cette epoque. 

Solution. Soient respectivement N, D, P les nombres des 
naissances, des deces et de la population a Tepoque a; 

Soit A,' le nombre des survivants h la fin de la i^ annee k par- 
tir de a; 

Soit ^i le nombre des ddces des enfants de t — 1 k i ans, 
correspondants aux N naissances; on aura : 

A, = A,..-A, (/•) 
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Soit D,- le nombre des d^c^s des enfants ayanl de t — 1 ii ans, 
nes t — 1 ans avanl lepoque acuielle, et qui repond d N' =-^, 
naissances; on a, par r^qualion (c) 

done 

A, = A,_. - D.r'-' ig) 

faisons successivemenl t «» 1, 2, 5 ... i 

A=N • 
A,= N — D, 
A,= A,— D,r 
Ass At — Dzfy elc., 
A, = A,.|-D,r-*. 

En ajoiUant ei en r^duisant, on a 

A,«N— j D,-+-D,rH-Dsr* -♦-..-*- D,r-* j. . . (6) 

Cette formule sert a construire une table de mortalile, lorsque 
la population eroit en progression geometrique, et que Ton eon- 
nait la repartition des dec^s par ^ges. 

Si la population est stationnaire, on a 

r = \, N = D et A, = D — D, — D, — etc. — D, . 

Cette formule correspond k Thypoth^se de la table de inorta- 
lite de Halley. 

La population actuelle P se compose : des N enfants qui vien- 
nent de naitre; des N| enfants dges de ^ 1 an; des N^ enfants 
5ges de 1 a 2 ans , etc.; des ti^ individus &ges de o) — 1 hta ans , 
GO etant le ternie de la vie. 
Soient : 

Ni le nombre^des enfants de 1 an; 
N^ » > de 2 ans ; 

Ns » » de 3 ans , etc.; 

N^ > des individus de u ans, 
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on peut prendre 

N+Ni n;-^n; N;->-Ni , 

>. = — g — » N, = — —, N,= —, etc., 

N„= 

ct I'on aura : 

p=n,+n,+ - + n„=% + n;-hn;+... -4-N;,_,-HiN;,. (j) 

Soicnt : Aj Ic nombre des survivanls apres i annees; el N== Aq. 
La probabilite d'avoir t ans sera 

= ^ = ^' 

^' Ao N ' 

mais quand la population eroit en raison geomelrique, le nombre 
des naissances eorrcspondant a cet &ge est - ; done Ic nombre des 
individus de i ans sera 

N:==^^=i^ . . . . (2) 

• r'N I" ^ ' 

Done lequalion (1) devienl 

^ ^ „ A, A, Att_, Ac^ 

CoROLLAiRE. Poiu* r = 1 , la population est stationnairc , et 

Ton a : 

1 

P = — N -♦- A| -H A, -4- etc. 

2 

; . . . (5*^) 

^ 1 i A, -H A, -+- ••. ) 

^'^li-^ — s — h^'" 

M elanl la somme ^ -h '^y ^ > qwi represente la duree de la 
vie moyenne. 

Les formules (3) et (3"') scrvent a former des tables de popu- 
lation. 
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IJMiye de ee« tallies. 

1 71. La population totale etanl d*un million d'hommes , soient: 

n le nombre des hommes Ag6s de m ans , 
p * » > 9 ans ; 

n — p sera le nombre des hommes ages de m kq ans sur un 
million; et sur H hommes, ce nombre sera -^-^^^' 

Prodl^me. Que devient une population donn^e apres un temps 
quelconque f ? 

Supposons que la population croisse en proportion geome- 
trique, tandis que le temps eroit en progression arithmetique; et 

que Ton ait : 

p = Ae"', 

a et A* etaiit des nombres constants, et e la base des logarithmcs 
neperiens; on aura : 

dou 

Pn 

Soit » = 0, on a j[>„ = Po> population au moment oil Ton 
commence h compter le temps ; f„ =± ^^ = 0. 
On aura : 

p = Po^"' 
et 

-j^=ap^' = ap (a) 

La constante a se determine quand on connait une valeur de/> 
correspondante a une valeur de t\ par exemple, si p devient 2p, 
quant t devient / + 25, on trouve 

a = 0,01204... 

En general ap diminue en Europe; cette quantite se nommc 
tnergie du developpemcnt de la population. 



^ 
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Soil Po la population normale ; et supposons que ap s^affai- 
blisse de g(P — Pq), c'est-a-dire proportionnellement a Faccrois- 
sement de la population , la formule (a) devient 

i dp P — Po «p — yp -+-flfPo flfPo — (flf — a)P 



p dt 


a- 


-»- 


1 


P 


Faisons 








g — a-^m. 


d'ou 








flfPo — mP; 


et 








\ dp m (P — p) 
pdt p 



m(P-p) 



« + c= -l.(p-P); 

fit 

/ = , donne p = Pq , done 

m 

m P — p ^' 

I. (P - p) = 1. (P - Po) - m( = I. [(P - Po) e— ] 
P — p =(P — po)e-"' 

p ==p{P-p.,)e— [c) 

II reste a determiner les eonstantes P, m, pg. 
Si Ton donne les valeurs t^y po; ^i, Pi ; 2^1^ p,; la formule (6) 
donne 



et 



m P — p, 
m P — p. 
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en eliminant m , on obdent 



P = 



done 



2pi — (po + Pi) 

Pi — PoP« 



i p _ p, i j2pi-(po-hp,) 
nt =3 — 1. — = — I. 



Po, 



f, P — p, f, j Pi— PoP« 



:— Pi 



2Pi — (Po + Pt) 



TH£0RIE DE LAPLACE SUR LA DETERMINATION 
DE LA POPULATION D UN EMPIRE. 

172. ProblAme I. Chereher le rapport a de la population aux 
naissanees annuelles. 

Solution. On fait le denombrement exact des habitants d^une 
partie de Tempire. 

Soit p le nombre des habitants de cette partie ; 

q » naissanees correspondantes; 

on aura : 

P 
a =- • 

9 

ExEMPLE. En 1802, au 22 septembre, on a trouv^ dans ces 
communes choisies de trente departements, distribu^s de mani^re 
k compenser les effets de la vari^te des climats : 

110312 est le nombre des gar^ons nes du 22 septembre 1799 
au 22 septembre 1802; 

105287 est celui des filles n^es dans le m^me intervalle. 

110312 -♦- 105287 

q= = 71866. 

^ 3 

On a trouv^ p = 2037615 habitants au 22 septembre 1802. 
Ainsi 

a=?=28, 352845. 



K 
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Prodleme II. Etant donne le rapport a, et le nombre q' des 
naissances annuelles dc tout Tempire, trouver la population p\ 
Solution. On a 

«' = ao' = ^. 

ExBMPLE. Les monies donn^es que precedemment etant prises, 
soit I"* 9'= 1000000, on aura 

p' = i 000000 X 28,352845 = 28 552 845 ; 

soit 2° 9' = 1500000, on a 

p' = 42529267. 

Probli^me III. Chercher la probabilite 11 de Terreur z que Ton 
pent craindre sur la determination preeedonte de />' = *^. 

Solution. La premiere formule pour les erreurs d'une table 
de mortality donne (n" 162) 

V (2p?'(p-?)(9-4-9')7rj 

Probl^me IV. Chercher la probabilite P que p' = ^ est com- 
prise enlre ^± z. 
Solution. On a 



P= V — Cdze *w' 



—a 

fSxt 



V 2pq' (p - q) {q ^ q') „ J 



{»+f) 



probabilit^s que la population calculee p' est comprise entre les 

limites ^ d= £ , 
9 



P = 2\/ — ? fdze '«^'(J'-*)(HY) 

V 2pq'{p^q){q^q')nJ 

L-. ) (1). 

V ^pq'{p-^q)(q-^q')7.J 
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Soil 



2P9' (P - ?) (7 -*- 7') 1^ 



on pourra ecrire 



^« c-** ( 11.3) 



(2). 



EXEMPLE : 

z=a = 500000, 

p = 2037615, 

9 = 71866. 

p' =^ = 42529267, population correspondanJe 1500000 
naissances. 

La formule (2) donne 

_ 1 1161 

^ '~1162""ll62 

II y a done 1161 a parier conlre 1 qu'en fixanl k 42529267 la 
population correspondanle a 1500000 naissances, on ne se irom- 
pera pas de 500000 ou { million. 
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CHAPITRE IX. 

ASSURANCES SUR LA VIE. 



173. Le principe qui serl k mettre en Equation les questions 
d'assuranees eonsiste en ce que les recettes de Fetablissement 
doivent ^tre ^gales aux depenses. 

Les recettes se composent : 

1 .) De la somme S qu'on doit payer^ ou du prix ; 

2.) De la contribution (7, temporaire ou viag^re que le parti- 
cipant s'oblige k payer ordinairement par anticipation k la fin de 
chaque annee. 

Les depenses se composent : 

1 .) De la rente temporaire ou viag^re p, ou bien du capital p 
pay^ en une seule fois, ou par terme , au b^n^fice du participant 
ou du survivant, ou des heritiers; 

2.) Des frais d'administration. 

Les recettes ct les depenses doivent dtre conijues comme des 
capitaux portant int^r^t, et qu'on doit r^duire k leurs valeurs 
actuellcs, afin de pouvoir juger d^avance de Tetat de Top^ration. 

Soit y le taux de TinterAt, c'est-i-dire que y = 1,05 i 5 pour 
cent, y= 1,04 k i pour cent. 

Probli&me L On demande quel prix S une personne A agee 
de m ans doit donner d'abord k un ^tablissement d*assurance, 
pour que, en payant par anticipation k la fin de chaque annee 
une somme c pendant les a premieres ann^es, T^tablissement lui 
assure une rente annuelle p pendant c ans k partir de la fr'^'ann^e 
apr^s le contrat. 

Solution. L ivaluation des rentes : 

i® Soient M le nombre des personnes de Tage m contractant 
avec r^tablissement sous les conditions du probleme, Tetablis- 
senient recevra en prix la somme actuelle MS; 
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2° De ces M personnes un nombre M-^?^ survivent & la fin 
de la I'* annee, el payent M<7-^* de contribution k la fin de 
cette I'^^ann^e. Gette somme, a raison de r pour 1, r^duite k sa 
valeur actuelle, est -^ ^f^ ; 

S"" On trouvera de meme que la recelte du chef de la conlri- 
bution (Ty k la fin de la 2"''' annee, r^duite k sa valeur aetuelle, est 

- . — ; etc. 

A la fin de la a^* ann^e elle est 

Mff A 



i*" La recette totale provenant des M individus est 

done en divisant par M, la recette moyenne par individu sera 

A.L r f^ r- J ^ ^ 

II. Evaluation de la depense: 

1 ^ Pendant les b premieres ann^es Tetablissement ne payc rien. 

2° A la fin de la (fc-h 1)*** annee le nombre des survivants sera 

A|,^.^i 

"XT' 

la depense k la fin de la (fr+l)^'ann£e9 r^duite au commence- 
ment de la 1'*" ann^e, sera, pour les M individus, 

Mp A 



r^' A„ ' 
3"* A la fin de la 2°*^ ann^e elle sera, r^duite en valeur actuelle, 

Mp A^^, 

21 
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A la fin de la (^ annee elle sera, r^duite de nieme : 

En ajoutant^ puis en divisant par M, on a la valeur moyenne 
actuelle des rentes payees par individu, savoir: 

p ( A^+4+i A,H-6+l ^ , A<iH-*+< ) ,--. 



Nous ferons abstraction des frais d*administration , et nous 

aurons ainsi : 

X==Y (A) 

Remarque. — Lorsque la contribution annuelle a est viagere, 
ce que nous indiquons en posant a = 6), le nombre des termes 
dans la serie de X doit s^etendre jusqu'i la liniite de la table de 
mortality y qui est representee par cette lettre u. 

Lorsque la rente annuelle est viagere^ ce que nous indiquerons 
en posant c = &>, il faudra prolonger les termes de la paren- 
th^se du second membre de Y jusqu'^ cette limite. 

La formule (A) fait connaitre Tune des quantit^s S^ (7, p quand 
on connait les deux autres; a, r, b, c sont supposes connus. 

Cas |Mirtleiiller0. 

Premief' cos. Posons : 

(T = o, 6 = 0, c = w, 
la formule (A) nous donnera : 

c ^ i A,+| A«+j ) 



•m » " • / 



c'est-ii-dire que la personne A doit donner k la caisse de F^ta- 
blissement un capital S, pour constituer sur sa t^te une rente 
viag^re p. 



•^ 



i 
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Deuxieme cos. Posons : 

9 = 0, C =3 u, 

d'ou : 

S ars— - { --nZl -h h etc. 

A«r* ( r r» 

Trotsienie cos, Posons : 

S = 0, c = « , 
d*oii : 



'^f* 



A«+Hrl 

r 


A»,4^ 


-l- ... 




A. 


A|»4.i 


• • • 



Ouatriime cos. Posons : 

<T = Of 6 = 0, 



d'ou: 



S = -l- 



P ( Aaj+i Aa^4^ A^^g 



Cinquieme cos, Posons : 

S = o, 
d'ou : 



Am^b+l A,^ 



, = i-' »• '^ 



Remarque. — Soit S, le capital k fournir par une personne de 
r^ge de m H- 1 , on a d'apr^s la formule (a) du premier cas : 

A^._Sh^ J 

A« 1 -f- r ^ ^ 

Gette formule peut servir a conslruire une table de rentes via- 
geres sur une tdte, au taux de r pour 1 d'inter^t. 

174. Probli&me II. On demande quelle somme Sune personne A 
kf^ie de m ans doit donner h un etablissement pour que, en payant 
par anticipation a la fin de chaque annee une rente c pendant les 
a premieres ann^es , la caisse paye h ses h^ritiers un capital p 
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apr^s sa mort, pourvu que Ic dcces n'ait lieu ni avant la b*^ ann^, 
ni aprAs la (6H-c)*~ann6e, h partir de Tepoque de eontrat. 

Solution. I. La recette est la meme que dans le probleme 
precedent. 

II. Quant aux d^penses , en voici le tableau : 



Sombre des dicis i 
de la 6^ ^ la (6+1 )' ann6e M 



(6+1 )• , (6+2)« » M 



etc. 



» (6+C-1)* » (6-w:)' » M 



«■»+♦— A,^j4.i 


A. 


A«^^+i--A|»^^, 


K 


^m\hle l~A^^.^ 



A« 



Dipense riduile: 
Mp A.^ — ^m+H-i 

r^*' A^ 

Mp Am4^^ — Aim.^j 

Hp A 



•I — A,j^_, 



A. 



En ajoutant et en divisant par M, on obtient le payement 
moyen de la caisse par individu, savoir : 



A„L 



A, 



'm 



p 






r.[| 



^w^+l 






(B) 



~t r '*'~?~ 



\] 



Cas iMurilealleni t 



Premier cos, Posons : 



S^o, a =s w, 6 = 0, c = «, 



on a 



[^ 



^m-H 



-]-[^ 



^M+< 



etc. 



<r= /> 



A. 






etc. 



9 est la rente viag^re que A doit payer k T^tablissement pour 
assurer h ses h^ritiers un capital p apr^s sa mort. 



\ 
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Deuodeme cos. Soient : 

S = o, 6 = 0, c=: a. 
Troisieme cos. Soient : 

QiMlrieme cas. Soient : 

8 = 0, b = Oy o = », c = w. 

Les formules relatives k ces cas se d^duisent aisement de la 
formuie (B). 

ProblIve III. On demande quelle somme S une personne A, 
agee de m ans doit donner a un etablissement, pour qu^en payant 
une somme c pendant les a ann^es, la eaisse assure a une autre 
personne B ^gee de n ans, et designee par A, un capital p apres 
sa mort, sous la condition que le d^ces n'ait pas lieu avant la 
6*^ annee h partir de Tepoque du eontrat. 

I. ReceUe. La probabilitc de la survivance des deux personnes 
a la fin de la premiere annee est 



la eaisse re^oit done 



elle regoit 



A. A. 



et 



^ A„^i A„^.i 
r A,A„ 






h la fin de cette annee; 



k la fin de la 2"*' annde ; etc. 



a la fin dc la a*^ annee; 



la recelte totale est 

A«,4.|A„^j A,i»+.jAb^j A^i^A,. 



A-A 



n 



rA«,4.|A„^j A,i»+.jAb4.j A^^A,^"| 

L r r» r" J 



mais les payements se faisant par anticipation , cette recette se 

reduit h : 

^ ( A A A,^,A^i A„4^j_i A„+«_, ) 

A«A„-f- H-...-f. — J.. (I) 



A.AJ " " r r- 
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II. Depenses. 1° La caisse ne payc rien si A meurt avant la 
6*^ annee; 

2** Soicnt M couples d*individiis de m et n ans, dans les con- 
ditions du couple (A B), subsistant k la fin de la 1^ annee; ce 
nombre a la fin de la 6**' annee se reduit a 



A.A„ 



a la fin de la (6 -f- 1)*"' annee, 



^' "a ) ^ 1 

est le nombre des couples survivants dans lesquels un individu 
de 1 age n survit, tandis qu'un individu de lage m est deced6. 
La caisse doit done payer 



r*+* A,+» ( A^fr )' 



Z^ A la fin de la (6 -+■ 1)*"' annee, il survivra 

A«A„ 

paires de m et n ans ; a la fin de (6 -i- 2)*"* annee 

sera le nombre des couples dans lesquels un individu de n ans 
vit encore, tandis qu^un de ceux de m ans sera mor(. 
La caisse paye de ce chef 

rM-* * A ) A ( ' 

4<* En posant 



M. » M . 



A|»^_4^iA,^4^^i 



^ 
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on irouve que la caisse paye & la fin de la (fc -+- 3)*** annee 



r*+» A 



»+*+« 



^m-M+S 



En ajoutant, substituant les valeurs de M|, M^^, Mj, etc., puis 
en divisant par M on a la depense totale moyenne par individu , 
et en Tegalant a la reeette (I), on a : 



S+ 



Am A„ 



[ 
[ 



A«H-|A,^.i 



A«H-a- ««»+„_< 



|AiH-a-j'l 

=i J 



"m+b^n-^b-hl A>^^44.|A„^^^_i AwH-^+l^iH-i-h* A^^4.jA„.^_t^,i 



r*A„A. 

A^AiojtA 



+ 



r 



(C) 



m+*-yi^n-\-6-i-Z A,„4.4+5Ab^4+5 



etc. 



Les cas partieuliers sont 



1** Celui ou o = oj, 


6 — 0; 




2« » S— 0, 


6 — 0, 


a = w; 


3** » <T -' 0, 


6 — 0, 


a — w. 



1 75. Probl^me IV. On demande quelle somme S deux epoux 
A, B, ages de m et n ans doivent donner h un etablissement pour 
qu'en payant une rente annuelleo-, la eaisse assure au survivant 
apres la niort de Tun des eonjoints, un eapital p. 

I. La Reeette est la mcme que dans le probleme precedent. 

IL Depefise, Soient M couples de conjoints ages respective- 
ment de m et n ans; on aura les nombres suivants de 



Couples survivants : 



A la fin de la 1^* annce N, = N 



u 



kine 



:me 



etc. 



A,«An 



I* N, = N 



. N.= N 



A«+iA 



»+i 



AmAn 
A«i+3A»^3 



Couples dont Vun des conjoints est mort : 

A«+i / A. 



Am+l/. A 
1 






A, 









u 



A«+j 



A-..\ A 



z)y 



etc. 



^ 
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done la d^pense totalc sera 

et substituanl les valeurs de N|, N^, etc., puis divisant par N, 
on a la depensc chcrchee ; et par suite 



A„A„L 






Aa^fjA,^! -4- A,^Am^| 2A,^^tA|^^f 



r» 



] 



176. Probl^me V. On demande quel capital deux personnes 
A, B, de m et n ans, doivent donner k un etablissement pour 
qu'en payant une rente a jusqu*^ la mort de Tun des conjoints 
la caisse assure au survivant une rente viagere p. 

I. La Recette est la m^me que dans Ic probleme precedent. 

II. Depense. Soient M couples d'individus de m et n ans ; ils 
se r^parliront ainsi pour revaluation de la depensc : 



Nombre des couples 



oa Tan, fige de m ans, est mort, ou Tan, age de n ans, est mort, 

» I'autre, > n • viTant, « I'autre, » m • TiTast, 

etc. etc. 

Le survivant recevant la rente viagere p, on a : 

Depensc dc la i'*annec—^ < 1 h 1 J > 

r { K \ A„ / A„ \ A„ / ) 

 • -""-7lx(-X^)-^'(<-x)l' 
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En ajoutant, et en divisant par N, on a la depense inoyenne; 
done 

' ^ A, ^ ^-^'^»^' ^ ^!!±!^' ^ etc. 



/g ( A,^i A^ -4- k^^ A^ — 2 A,^| A 
A„»A„ ( r 

A«H-* A« -♦- A,^jA, — 2A„4.j A«4., 
; 1- etc. 



(E). 



177. Prodleme VI. On demande quel capital S deux personnes 
A, B de 77} et n ans doivenl donner a un etablissemenl, pour 
qu'en payant annuellement une somme o-, la eaisse assure au 
couple (AB) une rente p qui doit cesser a la morl de Tun des 
conjoints. 

I. La Recettc est la nieme que dans le problcme precedent. 
II. Depenses, De N couples il rcste : 

A A 

A la fin dc la 1" anncc N **'^' *'*" couples ; 

A A r > 

» 2»« » N "^' '^* couples, etc. 

AmAn 

Done la depense moyenne se trouve en multipliant ees restes 
respectivement par ^, ^, ete., ajoutanl les produits, puis divisant 
la somme par N. On a done 

S-*-^iA.A„^^^-i^'^etc.j ) 

^"^''^ '' ' ^ . . (F). 

= _j_ ( A^, A,+. ^ A^,A,^, _^ ^^^ 

A«A„ ( r r* 

178. Probleme VII. On demande quelle somme S deux asso- 
cies A, B de m et n ans doivent donner a un itablissement pour 
qu'en payant une retribution annuelle o-^ la eaisse leur assure une 
rente viagere p. 

I. La Recette est la m^me que dans le cas precedent. 
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II. Depense. La probabilite qu'apres / ans Vun au moins des 
associes vit encore est 



^m+l ^»+i ^m+€ A|^f I 



On aura done 



A„ A„ A^A„ 



<T 



^m^n 



(A„A„-^^^=^-etc.) 






A_A,, \ 



-+- etc. 



.... r* 



179. Pkobleme VIII. On demande la somme S que deux 
associes A, B de m et n ans, doivenl donner a un elablissement} 
sous la condition que A payant une retribution annuelle 7, B 
regoive de la caisse a la mort de A, une rente viagere p, pourvu 
que Ic deees de A n arrive pas avant la 6*** annee k partir de 
Tepoque du contrat; et en tenant compte des frais d administra- 
tion $, occasionni^s par le couple (AB) jusqu au moment de sa 
complete extinction. 

Solution. La probabilite qu'apres t ans B existe encore et que 
A est mort est : 



i 



^n *-m 



aT"/* 



On trouve pour la depense 

P r^m+b-hl A,^.a^.j "1 

P rAa^ft+iA^+^i A,|,4.44.tA,4.t^2 , "I ,|/v 

-JjtX — r — ■*• — ;r— - •'^•J (•) 

Maintenant evaluons les frais d'administration. Soient : 
N le nombrc des couples dans Ics conditions du problcme; 

W'4'l 11*4-1 

N , le nombrc des couples en vie apres t ans; 

A_ A, 



'm"n 
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N — * M ^1, le norabre des couples ou rindividu age de n ans 

vit encore et ou ce]ui age de m ans est mort. 



'n m 



La somme de ces deux dcrniers nombres est N 



A|i+i 



Les frais a la fin de la premiere annec sont 5- 



Aii+i 



A,' 

Les frais a la fin de la deuxieme annce sont <? ; etc. 

A, 



'n 



La sommc des frais est done 

A^l r "*■ r« 



etc. 



La recette est la memo que dans le probleme precedent; done 

A«A„ H H h etc. 



9 V^m+b^\ A 



9 rA«+*+i A.+j^., "I 
-^L r -^ ^ -^'-'^•^•J 

180. Problemr. IX. Gonstituer une rente viagere sur plusieurs 
individus &ges respectivement de 

m, m -♦- Of , m -♦- tti -4- ttt , etc., 

de sorle que la rente restc au dernier survivant. II faut chercher 
le capital S aetuel, Equivalent a la rente viagere p. 

Solution, l"" La probability qu'a la l""" personne de vivre a 
r^gemH-x, est^x^- 

A 

Laprobabilite qu'i cet 5ge elle aura ccsse de vivrc est 1 — ~^. 

2** La probability pour la S^^'pcrsonncdevivreir^gew-Hflj-Hx 

gg|A«±«rt£^ et celle qu'elle aura cessc d'cxister a cet cgard est 
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La probabilite qu'aucun des associ^s n existera a cette epoque 
est 

Done 1 — P = w, est la probability qu un de ces individus au 
moins sera vivant a la (in dc la x'"** annde de la constitution de 
la rente. On aura par suite 

Autrement : Soient plusieurs individus A, B, G... pour lesquels 
on a place une somme S. En vertu de ce placement, ces per- 
sonnes recoivent tous les ans une certaine somme qui doit elrc 
pay^e tant que les individus ne seront pas tous morts. 

Soit (7 la somme annuclle k payer et qu'il faut determiner. 

Soient Pi ? P29 Ps ••• les probabilites que ces personnes vivront 
encore apres un temps t quelconque. 

Soient (jfi , 9^, 93 ... les probabilites contraires. 

La probabilite que toutes sont mortes au bout de ce temps est 

Les tables de mortalite donnent 
pour la 1"^% la 2", la 3% etc. annee. On a done 

C C <J 

S = — oTi -t- -r oj H — ^ tJs -H etc (L) 

181. Probleme X. Une urne renferme des boules de diverses 
couleurs (1) (2) ... etc. Une personne A en tire une boule, puis 
la remet dans Fume ; le benefice de A est v^ si la boule est de la 
couleur (1); t;^ si la boule est de la couleur (2)... etc. II y a 
t tirages, et Ton demande la probabilite tiQ que dans t tirages le 
benefice de A sera <j = tif.-^l. 

Soient Pi, Pa .•• etc. les probabilites relatives au tirage d'une 
boule de couleur (1), (2), etc. 



s 
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Les b^n^fices de A correspondanis k ces tirages seront even- 

tuellement 

PiV| pour une boule de couleur (1), 

PtVt » » » (2), 

etc. 
On a 

Pi -4- pt "*- etc. = i, 

Pitt"* -f- pjtt"* -t- etc. = 2l](jU<'. 
Soil tt"" = e^"-*^^, on aura 

X = [p^e'^^^^ -^ p^*^*^*^* -+-...]'=: ZU^e^''^^^ 

d^ou 

11(7 = ^ r e-''<^^-'Xdu 
2t^^ 

= — /""rfce-*^^ j e-^^'^^Cp^e^^'*^ -+- p,e^"»^* h- etc.) [ 

en posant 

A= { c-'*''*^(pie°^''»^ -4- pje^^"**"-* -4- etc.) t'; 
doii 
1. A = - tfirs\/^^ -H 1 1. [pie'=^"»*'-* -♦- p^^"'**^* -♦- etc.] 

= — tf£uf\/^^\ -H 1 1. pi f i -4- ztvy— \ — ^ — etc. I 

-l-p|Ii -*- tatVjK — i — -— — etc. I I 
= — JfitarV/ -— 4 -♦- « 1. j p|-+- p, + etc,-*- (piV4-4-p,t?t-4--)Tj|/— 1 

— (Piv! -^Pi*?; ■*- -Oq-g -^ etc. J 

== — <A<oV/— i -t- « 1. { i -4- (pit?i -♦- p,V, -f- •••) tjI/— i 

— (Piv5 -4- PjvJ -4- ••) — -4- etc. I • 
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D^veloppant le logarilhme dii second membre en serie , on 
irouvera 

|.A = tor\/— i ipiVi-*-p»Vf H — — /* i 

[(P|t?l -^ PtV\ + •••) — (PiVl -+- Pf«t H- '.)']• 

On peui negliger Ics termes en s', etc. parce que I'on suppose 
t ir^s-grand et que Texpression prec^dente devient un exposant 
negatif de e. 

Maintenanl posons 



el 

on aura 

d'o6 

done 



fl = PiVi -4- PfVf -¥• ••• 

2A:« = p^v] -t- p,«' -\ {p^V^ -♦- p,t?, -♦- •••)*, 

1. A == — aW, 

A = e-'**^\ 

2fry 



= —e *^ ( 

27r 7 



d.e-"K-*-^)'. 



Soit 



d'ou 



'-^'("^)' 



as =3 



itV/7 



on aura 



2irAV/7 i^. 2itl/7rt 
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182. Probli&me XF. Chercher la probabilite Pque le beniflce 
r^el de A est compris entre les limites ± /. 

Solution : P est evidemmenl la probabilile resultante obtenue 
en faisant varier / dans (a) de — / a -+- /, par continuity, ce qui 
donne : 






i^*dl=- / e '^dl, 

k\/*tJ 



expression de la probabilite que la somme des benefices est com-^ 

prise entre 

f*t ± i, ou t\ PiVi -♦- PjVj -♦-•.•} =fc /. 

Soit 

-i— = r', l = ^kr'\A, dl=^k\/tdr\ 

alors 
done 

sera la probabilite que le benefice riel de A est compris entre 

lit±:l, ou t\ piV^ -t- paVi H \ ±. ^k\/t. r\ 

183. Probl^me XII. Le capital S qu'un individu de Tige m doit 
donner a un etablissement pour en avoir une rente viagere p est 

S^XJ-^^^^etc. 

Si b est Tavantage que r^tablissement retire de ce placement 
pour cet individu, trouver la probabilite que le benefice total de 
r^tablissement , pour t individus, est compris entre des limites 
donnees. 

Solution. Soit 

A« A,, 

P P 

t74 = -j v,=-;,etc.; 

r r 



n 



( 526 ) 

d'ou 

p,ri -t- p,Vt -f- etc. = h — h etc , 

\r/ A^ \rV A« Lr A. r* A« J 

On aura 

S -t- 6 = p,V| + pjVt -t- ••• 

Done, par le probleme precedent, 

est la probability que le b^n^fice reel de la caisse est entre 
(S -♦- <p =t 2/r 1/7. r' ou entre th zb 2fc V/F. r'. 

Remarque. Si ^ est infini, alors /=2fcr' WTest infini eiP=l. 
Le benefice de Petablissement est done alors inflni et certain. 
Done dans tout elablissement d'assuranccs, si le nombre d af- 
faires i est grand, et si Tavantage de chacune est 6, il est tres- 
probable que le benefice reel de la caisse est tb, 

184. Probleme XIII. Deux personnes A et B de m^me age m, 
ayant la m^me fortune annuelle, veulent placer en viager cha- 
cune un capital q\ elles peuvent le faire separ^ment, ou s'associer 
et constituer une rente viag^re sur leurs t^tes , de mani^re que 
la rente soit reversible sur celle qui survit & Tautre : quel est le 
parti le plus avantageux, en ayant egard 6 la fortune morale? 



Premier mode de placement* 

Solution. Soient : 

La fortune annuelle de chaque personne = I ; 
Le capital que chacune veut placer = q ; 
La rente viag^re si elles placent separ^ment = (3; 
Leur fortune annuelle dans ce cas = i + (3. 



s 
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La fortune morale y correspondante ii la fortune physique x est 

y 8=s i log X + log A, 

en d^signant par A: et A des constantes. 
Done la fortune morale eorrespond h 

i + p =: A; log (i + ^) + log A. 

Soit ^^ = y« la probabilite pour A de vivre encore x ans; la 

fortune morale de chaeune des deux personnes ii la fin de la 

aJ*~ ann^e est 

y,[fclog(1-*-p)-^logA]. 

Soit S la somme des fortunes morales de chaque personne, a 
la fin de la 1"*, de la 2"% de la 3"% etc., ann^e, on aura 

S = [fclog(i-Hp) + logA]2y.=ftlog(i + p]2y. + logft2y, . (I) 

C'est la fortune morale viag^re de chaeune, quand elles pla- 
cent le capital q separ^ment. 



Si elles placent le capital 2^ sur les deux t^tes, soit P' la 
rente viagere totale; elles en touchent chaeune la moitie ou ^ P' 
tant qu'elles vivent ensemble. 

La fortune morale annuelle est 



fcl0g^i-4--p'j -4- log A. 



La probability qu'elles vivront toutes deux k la fin de la o^* 
ann^e est 

La fortune morale viagere de A , relativement k leur existence 
simultan^e, est 



\k\oi{\ +|j^^logA |2y».. 



22 
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La probability que A existe seul a la fin de la x*^ annee est 



y^—yl' 



La fortune morale viag^re correspondante qui rend la fortune 
annuelle egale k \ -h ^\ apr^s la mort de B, est 

[fclog(l-*-p')-*-logA]2(y.~y9. 

Soit S' la fortune morale viag^re de A, relative au second mode 
de placement 9 on aura 

S'=r Alog(l -H^j ^logA ^lyl^ [klog-^m + log /i]2(y ~yj) 
= fclog(i>^]2t/lH-fclog(i^p')[2y.-2ya-*-logA2y.. \ 

Selon que S^S', le premier ou le second mode sera le plus 
avantageux. 

Pour cette comparaison, il faut d*abord exprimer ^' en fonction 
de p. Or on a 

= -7-1-— ^H r- -♦- etc. = S2 — . . ,(\) 



oil 9 p £tant rint^r^t de 1, 

On a aussi : 

fi'(2A^, — A* I 2A^4 — Ai+., J , 2v,— yj , , 

29 = -i--l-^^ ^-»- ^^ ^ ^^ -4-etc. =p'2— — - {2') 



Des equations (1') et (2'), on d^duit 

25 



8' = 28 ^-— (3') 



n 



( 339 ) 

Pour faciliter la comparaison dc S el de S', supposons que ^ 
et P' soient des fractions tr^s-petites , on aura : 

2 yjog (4 + p) = p2y. (a) 

2yi log (l -H Q -- [2y. - 2ya log (1 + p') = |2.y: 

+ P'2y, - r^si = I [22y. - 2yJ]. 

Done, par la formule (3')> 

2p2p P[22y.-2l«2^ 1- (P) 



Cela posiy le second mode de placement sera le plus avanta- 
geux si I'on a S' > S , ou 

Vx>og(i -+- ^) H- [2y.2yj]logO -».p') > 2y,log(i + p), 

done par suite des formules (a) et (P) , quand on aura 



[22yx-2yg2S 



2y: -yl ? ^^ 






ou 



ou 



2^ 
[22y--2ya 2^ >2y.[227- 2^] 

2y. 2y. yy, ^y. 



ou 



ou bien enfin 
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2 — — >2 






Gette relation est g^ncralenrient vraie, piiisque 7< 1 ; done le 
placement en viager sur deux t^tes est le plus avantageux. 



V 
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CHAPITRE X. 

DE LA PROBABILITY DES T^MOIGNAGES ET DES JUGEMENTS. 



§ I. DES T£M0I0NAGES. 

185. Nous nous proposons de determiner quelle est la proba- 
bilite qu'un fait, qui est rapporte par temoignage, a eu reeHe- 
ment lieu; et nous distinguerons les eas suivants : 

I. Le fait est rapport^ par un seul temoin. Quelle est la pro- 
babilite de son existence : 1^ dans Thypothese que le fait est 
ordinaire; 2*" dans celle qu1l est extraordinaire? 

U. Le fait est rapporte par plusieurs t^moins, 1*" successive- 
inent; 2*" par tradition successive. 

Pour pouvoir appliquer le calcul k cet ordre de problemes^ 
nous aurons k distinguer dans chaque temoin la personne intel- 
ligente et la personne voulante. La premiere sera dans le vrai ou 
dans le faux, la seconde sera veridique ou non. 

Nous designerons par p la probability que le temoin ne trompe 
pas; par r celle qu'ii ne se trompe pas ; 1 — p sera la probabilite 
qu'il trompe; 1 — r celle qu'il se trompe. 

I. LE FAIT EST RAPPORT^ PAR UN SEUL TEMOIN. 



1« 11 est ordinaire. 

186. Premier PROBL^ME. On extrait un numero d'une urne qui 
en renferme n; un temoin oculaire affirme que le numero i est 
sorti : quelle est la probabilite que ee fait a eu lieu ? 

Nous pouvons faire les quatre hypotheses suivantes : 

1). Le temoin ne trompe pas, ni ne se trompe. 
2). Le temoin ne trompe pas et se trompe. 
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3). Le lemoin irompe el ne sc trompe pas. 
4). Le t^moin trompe et se trompe. 

D'apres le theoreme He Bayes , la probabilite eherchee P est 
cgale a la somme des probabilites dues aux hypotheses favora- 
bles a la verite de la deposition divisee par la somme des proba- 
bilites dues a toutes les hypotheses. 

ProbahilUe due a la premiere hypoihhse, 

Gette probabilite se eompose du eoncours des probabilites 
suivantes : 

1" De la probabilite p que le temoin ne trompe pas; 
2** »  r » ne se trompe pas ; 

Z'^ » >» - de la sortie du numero t. 

li 

La probabilite due ^ la premiere hypolh^se est done 

n, = ^ • 
n 

Celtc premiere hypothese est favorable a la verite de la depo- 
sition. 

Probabilite due a la deuxihme hypothese, 

Gette probabilite se compose du coneours des probabilites 
suivantes : 

1** De la probabilite p que le temoin ne trompe pas; 

2** » » 1 — r » se trompe; 

3** » » — ;p- que le numero i n'est pas sorti; 

4" » » j~-Y que, parmi les num^ros non sorlis, 

Terreur du temoin lui a fait choisir le numero t ; car, puisqu'il se 
trompe, au lieu de i, c'est un autre numero qui est sorti et qu'il 
prend pour t ; et il doit le choisir parmi les n — 1 numeros non 
sortis de Turne. 
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La probabilite due a la deuxieme hypothese est done 

n — i i p{i — r) 



n, = p(1— r) 



n n — i n 



Cette deuxieme hypothese n'est pas favorable k la verite de la 
disposition. 

Probabilite due a la troisidme hypoihhse. 

Getle probabih'te se compose du concours des probabilites 
suivantes : 

i" De la probabilite (f — p) que le temoin se trompe ; 

2" » » r y» ne se trompe pas ; 

3" » » — ^ que le num^ro i n'est pas sorii ; 

4° » *» -^^^ qu'il a choisi le numero % parmi 

n — 1 numeros non sortis. 

La probabilite due k la troisieme hypothese est done 

(i-p)r 

n8 = • 

n 

Cette troisieme hypothese n'est pas favorable k la verity de la 
deposition. 

Probabilite due a la quatrihme hypolhkse. 

Dans cette hypothese il y a deux cas k distingucr. 

Premier cas. Le numero i est sorti ; soit pour ce cas 114 la pro- 
babilite due k la quatrieme hypothese. 

Cette probabilite se compose du concours des probabilites sui- 
vantes : 

1" De la probabilite (1 — p) que le temoin trompe; 

2** » » (1 — r) qui I se trompe; 

3" » » ^ que le numero i est sorti; 

4** » » ^^ du choix que le temoin fait de f; 

car il croit qu'un autre numero est sorti, et choisit i parmi les 
n — 1 numeros qu'il nc croit pas sortis. 



•\ 
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On aura done 



n n — I 

Cette probability est favorable k la verite de la deposition. 

Second cas. Le num^ro i n'est pas sort! ; soil pour ce cas n^ la 
probabilite due a la quatri^me hypothese. 

Cette probabilite se compose du coneours des probabilites sui- 
vantes : 

f® De la probabilite(l — f))que le t^moin tronipe; 
2°» » 1 — r» »se trompe ; 

3*^ » » -^ que le numero i n'est pas sorti; 

4' » » ^j^ qu'il choisira i parmi les n — 1 nu- 

meros quil ne croit pas sortis. 

On aura done 

n^i i (I— p)(i — r) 



n, = (i-p)(1-r) 



n n — \ n 



Cette probability n'est pas favorable h la verite de la deposition. 
Appliquant maintenant le theoreme de Bayes, nous trouverons 



ri, -♦- n, -f- Hj -4- n* -♦- Dj 

pr (I — p)(i-r) 
n n(n — i) 



pr p(1 — r) (i-p)r (1— p)(l-r) {i-p)(l-r) 
1 1 1 — 1 

n H n n{n — i) n 

n — 1 



(i-- p)(l-r) 

Si le teinoin ne se trompe pas , on a r = 1 et P = p ; 

» » ne tronipe pas, on a p = 1 el P = r ; 

Si n est ires-grand , on a , a pcu pr6s , P = p . r. 
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2« lie tollf ra^port^ par urn aeul teaialB, e«l «z(ra*rdlBalrc. 

187. Deuxi^me problems. Une urne renferme n — 1 boules 
iioires et une blanche; on en extrait une boule, et un t^moin 
affirme qu'elle est blanche. Quelle est la probabilite que ce fait 
a eu lieu ? 

Nous ferons les m^mes hypotheses que dans le probl^me pre- 
cedent. 

Premiere hypotfiese. Le temoin ne trompe pas, ni ne se trompe. 

La probabilite due a cette premiere hypothese sc compose : 
1® De la probabilite p que le temoin ne trompe pas; 
2" » » r » » ne se trompe pas ; 

S"* » » ^ de la sortie de la boule blanche. 

La probabilite IIi due k la premiere hypothese est done 

pr 
n 

Deuxieme hypothese. Le temoin ne trompe pas et se trompe. 

' La probabilite due h cette hypothese se compose : 

1"* De la probabilite p que le temoin ne trompe pas; 
S** » » (1 — r) qu'il se trompe; . 

3** » » — — de la sortie d'une boule noire. 

It 

La probabilite [I, due k la deuxieme hypothese est done 

n, = 

n 

Troisieme hypothese, Le temoin trompe et ne se trompe pas. 

La probabilite due k cette hypothese se compose : 

1** De la probabilite (1 — p) que le temoin trompe; 

^'^ » » r qu'il ne sc trompe pas; 

3*" » » ^^-^ de la sortie d'une boule noire. 
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« 
La probabilite H^ due a cette troisieme hypothese est done 

n — i 



Hj == (1 — p) r 



n 



Quatrieme hypothese. Le temoin trompe et se trompe. 

Dans ce cas, il est evident que la boule blanche est sortie. 
La probability due h cette hypothese se compose : 

i^ De la probabilite (1 — p) que le temoin se trompe; 

2^* » » 1 — r» » trompe ; 

5^ » » - de la sortie de la boule blanche. 

91 

La probabilite 114 due a cette quatrieme hypothese est done 

(1-,p)(1^ r) 
n 

Comme la premiere et la quatrieme hypothese sont favorables 
a la verite de la deposition , nous aurons en vertu du thcoreme 
de Bayes 

n, -+- n^ 



P = 



n, -*- iij -*- lis -+- III 

pr (i— p)(j_r) 



n n 



pr p{i - r) (n- i) (i -p) r(n-- I) (4 - p) (1 - r) 
n n n n 

Faisons pr -+- (1 — p) (i — r) = 9l Q sera ia probabilite que 
le temoin enonce un fait vrai, soit qu'il ne trompe pas, ni ne se 
trompe, soit qu'il trompe et se trompe; alors P s'ecrira 

Si n est tr^s-grand, la deposition du temoin deviendra tres- 
peu probable, h moins que q ne soit tres-rapproche de Tunite; 
dans ce eas ia sortie de la boule blanche est un fait extraordi- 
naire; et Ton voit que cette circonstance affaiblil en general la 
probabilite de la verite de la deposition. 
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188. Troisi^me probleme. line urne renferme uii tres-grand 
nombre n de boules blanches; une scconde urne le m^mc 
nombre dc noires; on cxtrait de Tune de ces urnes une boulc 
que Ton remet dans Tautre; puis on cxtrait une boule fie cette 
dcrniere. 

Un temoin du premier tiragc affirme qu'une blanche est sortie; 
un temoin du second tirage aflirme egalcmcnt qu'il a vu sortir 
une blanche; quelle est la probabilite qu'une boule blanche est 
effectivemcnt sortie dans les deux (irages? 

Soit^ la probabilite que le premier temoin enonce la verite, 
c'est-a-dire, en nous conformant aux notations prec^dentes 

q = pr -i- (\ — p)(\ — r). 

Designons par q' la m^me probabilite relativement au second 
temoin. 

Nous pouvons faire les quatre hypotheses suivantcs : 

1). Le premier el le second temoin disent la verite. 
2). » temoin dit la verite, le second ment. 

5). » » ment, le second dit la verite. 

4). » ct le second temoin mentent. 

Premiere hypolhese. Les deux tcmoins disent la verite. 

La probabilite du fait observe, due a cette hypolhese, se compose : 

l"" De la probability q que le premier temoin dit la verite; 

2" » 9 q' • second temoin dit la verite; 

3** » » ^ qu'une boule blanche est sortie au pre- 

mier tirage; car la boule extraitc peut ^tre sortie egalement de la 
premiere ou de la scconde urne; 

4" De la probabilite ;j^ de Textraction d'une blanche de la 
scconde urne, puisqu'il a ete extrait une blanche de la premiere, 
et que la scconde renferme par suite n noires, plus la blanche 
qu'on y a ajoutee. 

La probabilite due a la premiere hypothcse est done 

, 1 

III = qq • 

^' 2(»-«- I) 
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Detixieme hypothese. Le premier temoin dit la verity , le second 
ment. 

La probabilite due 2i cette hypothese se compose : 

1® De la probability q que le premier temoin dit la verite ; 

2** » » \ — g' que le second temoin ment; 

5® » » I que la boule blanche a ^te cxiraite 

de la premiere urne; 

if^ De la probabilite ^^^ qu on a extrait une boule noire dc 
la seconde urne. 

La probabilite n, due a la deuxi^me hypothese sera done 



Troisieme hypothese, Le premier temoin ment, le second dit 
la verite. 

La probability due a cette hypothese se compose : 

1® De la probabilite 1 — q que le premier temoin ment; 

2" » » q' que le second temoin dit la verite; 

S"* » » \ que la boule a £te extraiie de la 

seconde urne : 

4" De la probabilite -—^ qu'on a extrait une boule blanche 
de la premiere urne. 

La probabilite lis due h la troisieme hypothese sera done 

Quatrieme hypothese. Aucun des deux temoins ne dit la verite. 
La probabilite due ik cette hypothese se compose : 

1* De la probabilite 1 — q que le premier temoin ment; 
2* » » 1 — g'que le second temoin nicnl; 

3« » » ^ que la boule a cl6 cxiraite de la 

seconde urne ; 

4" De la probabilite j^-j- qu'on a extrait une boule noire de 
la premiere urne au second tirage. 
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La probabilite due k la quatri^me hypoth^se sera done 

_ (i-q)H-q') 

II. = . 

2(n-*-!) 

La premiere hypoth^se seule etanl favorable h la verile de la 
deposition, nous aurons pour la probability cherehee 



Hi -♦- n, -H n, -♦- n* 

97' 



2(n-*-i) 



qq' ^ q(^-q')n ^ (i-q)q'n ^ (i^q)(\^q^) 
2(n-f.r)"*' 2{n-*-4) 2{n -♦- <) "^ 2(n-4-1) 

W 

79' -*- «[7(^ - q') -*- 7'(^ - 7)] -►- (^ - 7) (^ - 7') 

C*est la probabiliie de Texistence de ce fait qu'une boule 
blanche aurait ete extraite au premier tirage, et aurait reparu au 
second. 

On voit qu'en general cette probability devient tres-faible 
quand n devient tr^s-grand , ou que la probabilite du fait resul- 
tant de Fensemblc des deux temoignages est fort aifaiblie quand 
ce fait est extraordinaire. 



II. LE FAIT EST RAPPORT^ PAR PLUSIEURS T^MOINS. 



1* 8lHiUltoB«Hi«Bt. 

189. QuATRi^ME PROBLi&ME. Uuc umc rcnferme n num^ros ; OU 
en exlrait un , et deux t^moins aSirment que le tiumero t est sorli. 
On demande quelle est la probability que ce fait est reellement 
arrive. 

AdmettonSy pour simplifier le probl^me^ que les deux t^moins 
ne se soient pas tromp^s; et soient p et p' respectivement les 
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probabilil^s qu'ils disent la verity. II i^y aura que deux hypo- 
theses possibles : 

1). lis disent la virile. 
2). lis mentent. 

Premiere hypothese. Les timoins disent la verile. 

La probabilitc due a cette hypothise se compose : 

1*" De la probability p que le premier timoin dit la \iriii; 

2"" » » p' que le second timoin dit la veriti ; 

3** » » ^ que le numiro t est sorti. 

Nous aurons done 

n 

Deuxieme hypothese. Les temoins mentent. 
La probabilite U^ due k cette hypothese se compose : 
1" De la probability 1 — p que le premier temoin menl; 
2° » » i — p' que le second temoin raent ; 

3** » » — ^ que le numero t n'est pas sorU. 

4* De la probabilite t^^zths fl"^ '^^ ^^"^ temoins font k la fois 
le mime choix du numiro t parmi les n — 1 numeros qui ne sont 
pas sortis. 

Nous aurons done 

Comme la premiere hypothese seule est favorable k la v^rit^ 
de la deposition, la probabilitd P sera 

p__^ _ PP' < _. 



„„, (i - p) (< - p') , _ (1-p)(1 — p ] 
^^ OP' «(n-l)i^P 



OO -4- -^ = . . 

La probabilite contraire sera 

i 



1 — P = 



(1-p)(1-p') 
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Si n est ircs-grand, P s'approchc beaucoup de Tunili; il est 
done tres-probable dans ee cas que le niim^ro i est sorti. La 
raison en est que, si les t^inoins mentent, il est fort difficile qu'ils 
portent leur choix sur le m^me numero. 

Si n = 2, la sortie du numero t aura pour probability ^; et la 
probabitfte qu'elle a eu lieu, d apres Tattestation de deux temoins, 
est 

p p?: 

pp'-*-^(i-p)o-p') 

Cette formule exprime la probability d'un fait atteste par deux 
lemoinsy lorsque Texistence et la non-existence de ce fait sont 
Element probables. 

Si les deux t^moins sont ^galeraent v^ridiques, on a ;> = /)' et 
cette formule devient 

p« 1^ 

En general, si s t^moins ^galement veridiques affirment un 
fait dont Texistence et la non-existence sont ^galement probables, 
la probability de ce fait resultant de leurs t^moignages sera 



P = 



P'-*-^0-P/ 

190. CiNQuii^ME PROBLi^ME. Uuc ume renferme n num^ros; un 
premier temoin aflirme que le numero t est sorti ; un second 
temoin affirme que c*est i' ; quelle est la probabilite que i est 
r^ellement sorti ? 

Soicnt, comme pr^^emment, r = r' = l ; p la probability 
que le premier temoin dit la veril^; p' la probability que le se- 
cond la dit. 

On pourra faire les trois hypotheses suivantes : 

1). Le premier temoin dit la verit^, le second ment. 
2). » » ment, le second dit la verity. 

3). Les deux t^moins mentent. 
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Premiere hypothese. Le premier temoin dit la verity , le second 
inent. 

La probabilite IIi due k cette hypothese se compose : 

1^ De la probabilite p ' que le premier temoin dit la v^rite ; 
^ » » 1 — p' que Ic second temoin ment; 

3** » » ^ que le num^ro i est sorti ; 

i"" » » ^—^ que le second temoin a fait choix 

du numero i' parmi les n — 1 numeros diiferents de t . 

On aura done 

p(l-p-) 

"«=;r(;r=T)- 

Deuxierne hypothese. Le premier temoin nient, le second dil 
la v^rit^. 

La probabilite n, due a cette hypothese se compose : 

1^ De la probability 1 — p que le premier temoin ment. 

2" » » p' que le second temoin dit la verite. 

3" » » ^ que le numero i" est sorti ; 

4" » » jj~ que le premier temoin a fail choix 

du numero i. 

On aura done 

(\ ^p')p' 
n« ssss — • 

Trotsieme hypothese. Les deux t^moins mentent k la fois. 
La probability II, due a cette hypothese se compose : 

1** De la probability 1 — p que le premier temoin ment ; 

2® » » 1 — p' que le second temoin ment; 

3" » » —i qu'aucun des n" t el i" n'esl sorti; 

4" » » in-^i]* ^"^ '^ premier temoin choisil i el 

le second t. 

On aura done 
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La premiere hypoth^se seule etant favorable k la v^rit^ de la 
deposition du premier t^moin , la probability cherch^e sera 



III -*- n, -*- iij 

n{n — i) 



n{n^\) ii(n-l) n(n — I)* 

p-+-p' — 2-f-»(1-- pp') 

Si n = if Fexistence de chacun des faits attest^s est aussi pro- 
bable que sa non-existence; et si de plus p=^p' =^ii la proba- 
bility eherehee est 6gale & |; en effet, alors les deux t^moignages 
se d^truisent mutuellement. 



3* T^M^IcBsce IradlM^iiBel de r t^Melns sBeeeAiirs. 

191. Sixii&iiE PROBLi^ME. Un temoin present au tirage affirme 
avoir vu sortir d'une urne, qui renferme n numeros, le nuniero t; 
ce m^me fait a ^t^ confirme par une chaine traditionnelle de r 
temoins : chercher la probability que le numero i est effective- 
ment sorti. 

D^signons par y^ la probability cherch^e; de sorte que faddi- 
tion d'un nouveau t^moignage la changera en r + 1 . 

Gette derni^re probabilite se compose de la somme des deux 
probabilit^s suivantes : 

a). De la probability P que le numero i £tait sorti et que le 
nouveau temoin a dit la v^it^. 

6). De la probability que le numero i n^^tait pas sorti et que 
le nouveau temoin , quoique ne disant pas la verite, a fait choix 
du numero t. 
i La probability P est due au concours des probabilit^s suivantes : 

I 1^ De la probability p,^ que le nouveau temoin dit la v^rit^; 

2** » • jfr que le numero t est sorti. 

1 23 

f 
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On a done 

La probability Q se compose des probabilites suivantes : 

1" De la probabilite 1 — Pr+ifluc le nouveau temoin ment; 

2« » » 1 — j/r que le nuinero t n'esl pas sorli ; 

S'' » » ^^ du choix que le temoin a fait du 

num^ro t. 

On a done 

n — 1 
et par suite 

yM.i=P+Q=Pr+iyr-+- — = — -. ; 

n — 1 n — i 

d'ou , en ^crivant y^ h- Aj/^ au lieu de j/^, , el p^ -h Ap^ au lieu 
de Pr+i : 

L'int^grale de cette Equation aux difF<£rences est 

\ ^ (npt— 1)(np,~-i)...(np,-1) 

G etant une constante qui se determine par cette condition que 
la probability du fait en vertu du premier t^moignage est pi , de 
sorte que y^=p^^ d*ou 

I npi — i n — \ 
p^^^^CJL — -, et C= 

n n — i n 

La probability cherch^e est done 

i n — 1 (npi — i) ... [npr — ^ ) 
^ n n (n — i)" 

Si n = 00 , cette valeur de y^ devient 

ryr=Pl ..-Pr. 
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Si n =: 2, ou si l*existence el la non-existence du fait sont ^ga- 
lement probables , 

En general , k mesure que la chaine des traditions se prolonge, 

la probabilite qui en r^sulte se rapproche ind^finiment de la 

limite ^, qui est la probabilite h priori de la sortie du num^ro t. 

Le terme 

n — i (np,-~i)...(np^ — i) 

n (n — iy 

est done ce que la chaine des temoignages ajoute k cette derniire 
probability. 

On voit par la que la probability d'un fait rapporte par des 
traditions successives s'aifaiblit k mesure que la tradition se pro- 
longe. 

§ % PROBABILITY DES JUGEMENTS. 

192. II s'agit de determiner la probability de la bonte d'un 
jugement rendu par un tribunal dans les diif<§rentes circonstances 
qui peuvent se presenter. Nous nous bornerons k Texamen des 
cas suivants : 

Premibr probl^mb. Si p d^signe la probabilite que chacun des 
juges prononce la v^rit^, quelle est la probabilite de la bont^ du 
jugement d'un tribunal qui prononce entre deux opinions con- 
tradictoires k Tunanimite des r juges qui le composent? 

Si r t^moins d'une ^gale veracity affirment un fait dont Texis- 
tence est aussi probable que sa non-existence^ la probabilite de 
ce fait, resultant de leur t^moignage, sera (voir n° 189) 

P=: ^ (1) 

Or on pent assirailer le jugement d'un tribunal qui prononce 
entre deux opinions contraires au r^sultat des temoignages de 
plusieurs personnes relativement k Textraction d'un num^ro d*une 
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urne qui n'en renferme que deux; de sorte que la formnle (1) 
exprime la probabilite ehereh^e. On peul determiner p par Fob- 
servation du rapport des jugemenis rendus k Tunanimite par le 
tribunal au nombre total des jugements. Lorsque ce nombre est 
tr^s-grand , en le designant par n, et par i le nombre des juge- 
ments rendus k runanimit^, on aura,^ fort peu pr^s (^*), 

la resolution de cette equation donnera la vcracite p des juges. 
Si Ton suppose le tribunal form^ de trois juges, on aura 

i . Ai — n 

nous adopterons le signe + ; car il est naturel de supposer a 
chaque juge une plus grande probability pour la v^ril^ que pour 
Terreur. Si la moitie des jugements rendus par le tribunal a ete 
rendue a Tunanimite, alors ^ = ^, et p = 0,789. 

La probabilite de la bont^ d'un nouveau jugement rendu a 
Tunanimit^ sera (**) 

V 

En general, on voit que cette probability est d'autant plus 
grande que r est un plus grand nombre, et que les valeurs de p 
et de ^ sont plus grandes, ce qui depend des lumieres des juges. 
II y a done un grand avantage k former des tribunaux d'appel , 
composes d'un grand nombre de juges choisis parmi les per- 
sonnes les plus ^clair^es. 

Deuxi^me PROBLi^ME. Trouvcr la probability de Terreur k crain- 
dre sur la bonte d'un jugement en mati^re criminelle prononc6 
par p + 9 juges, dont p condamnent et q absolvent laccuse. 

Un accuse ne pent itre condamn^ que quand la probability a 

{*) Voir Laplacb, ThSorie analytique ties probabilitis, livre II, n^ 50. 
{*') Ibid. 



\ 
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de son delit est telle que la soci^te ait plus a craindre des attentats 
qui pourraient resulter de son acquittement que de Terreur du 
tribunal. Nous supposerons done que le juge qui condamne Tac- 
cuse prononce par la que la probabilite de son delit est au moins 
egale a a. 

Designons par n la probability que le juge ne se trompe pas, 
probabilite que nous supposons ^gale ou sup^rieure ^ ^ et variant 
par des degres infiniments petits, egaux k dx^ etegalement pos- 
sibles; 1 — X sera la probabilite que le juge se trompe, x% eelle 
que les q juges qui absolvent ne se trompent pas ; (1 — x)^ celle 
que les p juges qui le condamnent se trompent; jf, qu'ils ne se 
trompent pas; enfin, (1 — xy celle que les q juges qui Tabsol- 
vent se trompent. 

7f (\ — xf exprimera le nombre des chances favorables a la 
condamnation ; ac' (1 — xf celles favorables k racqui(tement. 

Si X etait certain , et que Taccuse fut condamne 



X' [\ — x)« -4- X« (1 — xY 



exprimerait la probability de la bonte de ce jugement. 

Mais la cause x n'etant que probable, nous avons a multiplier a 
par la probabilite de x deduite de lobscrvation; et comme x peut 
varier par degres infiniment petits, nous designerons par 9(x)(£xr 
la probabilite d une de ses valeurs. 

L'^v^nement observe, c'est que p juges ont condamne, et q 
absous; par suite 

y (X) dx =— ^ '- '- rfx. 

y fx" (I — X)» -4- (i — xy X*] rfx 

La probabilite de la bonte du jugement, eu egard a Tune des 
valeurs de x, sera done 

rsf [x] ax ^ 



.r L^" (* — *)' -*- (^ — ^i" ^'] ^^^ 



«/l 
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On simplific le d^nominateur en remarquant que, si Ton fait 
\ — X = y, on obtient : 

y** (< — xY x'rfx = — /^ yf (i — yY dy =f* of (1 — x)' cfcr; 

i't Iff 

dc sortc que Texpression prec^dente devient 

, , , ^^(^ — xfdx 

wf) (x) lix = — j- 



yV(i— x)«dx 



Eu egard a toutes les valeurs de x eette probability se chan- 
gera en 

y^ x" (4 — x)» dx 

Q = ^^^ » 

y^ x' (i — x)» rfx 



La probabih'te contraire, c'est-4-dire celle de Terreur a craindre 

sur la bonte dii jugement sera 

/** x' (4 — x)» dx 

P«1-Q = 4-i!!^ ; 

f x' (i — x)' dx 



oubien y*V(i-x)'dx 

y x' (4 — x)' dx 



comme on s en assure aisement par des transformations ana- 
logues aux prec^dentes. 

Effectuons les integrations indiqu^es , et faisons , a cet effet , 
^ =3 2x ; nous aurons : 

g^^j/Vrfy + 9/V(< -y)rfy+^j^/V(<-y)*''y-^-+/V(« -yydy\ 

_Li_±_+ r(p->-i)r(2) ^ y(y-4)r(y+<)r(5) ^ ^ r(p-Hl)r(yH-i ) 
<3r*^^\j,^\'^^ r(p-4-5) "*" 1.2 r(p-«-4) "* ^ r(p-t-9-H2) 

VH+«(p-t-1 "*" (/>+i)(p-H2)"*'(p-t-l)(pH-2)(pH-3) "" (p-t-l)...(pH-g-Hl) 
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De plus nous savons que 

/ r{p-f-g-+-2) (p-Hi)...(p + qf-H2) 

Done enfin nous aurons 

4'^+V 1 1.2 1.2...? 

Dans le cas ordinaire de /) -h 7 = 12, on obtient pour les va- 
leurs successives 0, 1, 2, 3, 4, 5 de 9 : 

_ 1 _I4_ _92_ ^78^ 4093 2380 
""sm' 8192' 8I92' 8192' 8192' 8192' 

formule qui exprime respectivement la probabilite de Terreur des 
eondamnations par les 12 jures 

Par 11 voix centre 1, 
.10 . 2, 

» 9 » 3, 

» 8 » 4, 

. 7 . 5. 

A la majoritc de 7 centre S, cette probability est presque 
egale ii |; de sorte que sur un tres-grand nombre d*aceus^s con- 
damnes a cclte raajorite, il serait tres-probable que les ^ n'auraient 
pas dA Tetre. 

La majority d'une senle voix dans un tribunal nombreux 
indique done que TalTaire dont il s'agit est h peu pr^s douteuse ; 
la condomnation de Taccuse serait alors contraire aux principes 
d'humani(6, protecteurs de Tinnocence. 

L'unanimitc donnerait une tr^s-grande probability a la bonte 
du jugement; mais si on Texigeait, trop de coupables seraient 
acquitt^s. On doit done, ou limiter le nombre des juges, si Ton 
veut qu'ils soient unanimes , ou accroitre la majorite necessaire 
pour condamner si le tribunal est plus nombreux. 
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r 

La (able suivantc justifie ces principes, qui sonl du reste sug- 
gcres par le simple bon sens : 



P-+-9 


P 


9 


9 


P 


4 


3 


i 


3,000 


0,i87 


6 


4 


2 


2,000 


0,227 


40 


6 


4 


i,500 


0,274 


16 


9 


7 


1,285 


0,314 



Dans celtc lable, la difference enlre la majoritc qui eondamnc 
et la minorite qui absout est supposee egale partout a 2; de sorte 
que pour un tribunal ir^s-nombreux, les voix qui condamnent et 
celles qui absolvent sont k peu pr^s en nombre egal ; et I'on voit 
par la derniere colonne que la probabilite de Terreur a eraindre 
s accroit k mesure que le nombre des juges augmente, quand la 
majoritc reste la m^me. Si done cc nombre augmente, on doit 
augmenler proportionnellement la majorite requisc |K)ur la con- 
damnation. — Ge principe est v^rifie par la table suivante : 



p-4-7 


P 


9 


P^ 


P 


3 


2 


1 


1 


0,313 


6 


4 


2 


2 


0,227 


iO 


7 


3 


2^ 


0,113 


18 


14 


4 


3,5 


0,009 



Dans cette table la majority requise augmente avec le nombre 
des juges, et Ton voit que la probabilite de Terreur a eraindre 
diminuc en m&me temps que les nombres de Tavant-derniere 
colonne augmentent. 

Voici enfin la table qui se rapporte au cas de Funanimite des voix : 



p-*-9 


P 


3 

6 

10 

18 


0,0625.. 
0,0078 . . 
0,0005.. 
0,0000.. 



K 
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et Ton voit que la probabiiite de la bonte du jugement est dans 
ce cas d'autant plus grande que le tribunal est plus nombreux. 

III. DES DECISIONS A LA MAJORITiS DES VOIX. 



La valeur et la surete d*une decision prise k la inajorite des 
voix dependent d*abord du rapport de la majorite h la minorile, 
cnsuite de rintelligenee et de la moralile des votants. 

C*est h tort que Ton n*a souvent pas egard k la premiere de ces 
conditions, puisqu on decide m^mc a une seule voix de majorite; 
dans ce cas, si le nombre des volants est n + 1, la majorite sera 
composee de ^ + 1 voix , et la minorite de |; toutes cboses egales 
d'ailieurs, comme le rapport ^^ est a peu pres egal a ^ si n est 
un peu considerable, la probabiiite que Fopinion de la majorite 
est la vraie est done tres-peu superieure k ^; tandis qu'elle serait 
egale a 1 dans le cas de Tunanimite. On voit que ce n^est que le 
rapport de la majorite k la minorite qui doit decider, entre ces 
deux cas extremes, du degre de probability du r^sultat du vote. 

Dans plusieurs assemblecs ou tribunaux on fixe une majorite 
minimum qui doit e(re atteinte pour que la decision soit valable. 
II faut alors , pour la surete des decisions , que le nombre des 
votants soit peu considerable, comme on le voit par la table sui- 
vante : 



Nombre 
DES VOTANTS. 


MAJORITY 


MINORITY. 


RAPPORT. 


4 


3 


i 


i : 3 


6 


4 


2 


1 : 2 


8 


5 


3 


1 : i,67 


iO 


6 


4 


4 : 4,80 


96 


44 


i2 


4 : 4,47 


m 


!26 


» 


4 :4,08 


iOO 


51 


49 


4 : 4,04 



La difference minimum entre la majorite et la minority est 
supposee egale a 2 dans cette (able; et Ton voit qu'a mesure que 
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le nombrc des votants augmente, le rapport de la premiere a la 
seconde tend vers Tunit^, de sorte que les decisions prises devien- 
nent de plus en plus incertaines. 

D autre part, une assembl^e peu nombreuse offrant moins de 
garanties qu^une assembl^c nombreuse, on devra ehoisir, pour 
fixer la majorite minimum , un rapport constant entre la roajorite 
et la minority ; ainsi^ une decision serait valable si elle etait prise 
a la majorite d'un nombre de voix au moins egal k une fois, deux 
fois, etc., celui des voix de la minorite. Dans ce cas les decisions 
seront d'autant plus sures que Tassemblee sera plus nombreuse, 
comme le montre la table ci-jointe : 



Nombre 












MAJORITY. 


MINORITY. 


DIFFERENCE. 


RAPPORT. 


DES VOTAMTS. 










4 


3 


i 


2 


i: 3 


i2 


9 


3 


6 


i> 


2* 


18 


6 


i2 


B 


i64 


123 


a 


82 


» 

' 



On voit par Tavant-derniere colonne que la difference entre la 
majorite et la minorite augmente avec le nombre des votants, et 
par suite aussi la surete de Topinion admise. 

II resultc de ce qui precede : 

I" Qu'il n'est pas prudent de decider, dans les assemblees 
deliberantes, a la simple majority ; 

2^ Qu'il convient de fixer une majorite minimum pour la vali- 
dite des decisions ; 

3" Que pour fixer cettc majorite, Ton ne doit pas prendre un 
rapport ariihmctique, mais bien un rapport geometrique entre le 
nombre des voix de la majorite el celui des voix de la minorite. 

Quant k Tintelligence et a la moralite des votants, il serait dif- 
ficile de les introduirc dans le calcul. 




ADDITIONS. 



^ 



THEORIE DES ERREURS D'APR£S LAPLACE 



Probl^me I. Determiner la probability que la somme des carr^s 
des erreurs d'un nombre tr^s-grand s d*observations est (>i=l-+'iis. 

Solution. On suppose les erreurs positives aussi probables 
que les negatives ; ou (f ( — x)=(f(x), 

Les erreurs positives ont toutes les valeurs comprises depuis 
x = 0, jusqu'a x = a; les erreurs negatives toutes celles com- 
prises depuis X = 0, jusqu'ii x = — a, 

L'intervalle des limites des erreurs est done 2a. 

La suite des erreurs rangees dans Tordre croissant de leurs 
grandeurs est 

— o, ... — ar, ... — 2rfa, — da, 0, rfa, 2da... x, ... a. 

Si Ton fait 

X = j y (— a) e<-^ -^ . .. H- y (— x) (i-«)* ^ ... ^ y (- 2(/a) (<-•*»)• 

P„ sera la probability chercbee. Elle est independante de /. 
Soit / = e^^'^^y on aura 

X = if (— a)e-*^*^* -*- ... -^ f (— x)e^®*^ ^ ... ^ .(O) + ... 

multipliant par e-^^^^^dG, puis integrant entre — tt et h-tt, on a 

y^^Xe-««*^de = 27rP„, 



— T 



^ 
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d'ou 

=— y^'e-i'+'*'>«*'^rfe { y(0) -t- 2?((ia)e'-»'^ 

+ 2y(2da)e'**"**^'" -+- ... -»- 2f (x)e"»*'^ + ... -h 2f(a)^»'^ [' 

en designant par A, le produit du poIyn6me entre parentheses 
par e-/**^»^*; d^veloppant I. A en serie, on trouve 

1. A = -f*«eV/^-^ « 1. j^(0)-h2f(da)riH.(rfa)MX=^--— -...1 

-+- 2y (a) fi + aHV^ "" 1~ ®* 1 1 

= — fA«0l/^^ -h « 1. i [f (0) -♦- 2j){da)-+-25»(2rfa)-^ ... h- 2'r{a)] 
-^ 2el/^[y(da)da»-f- y(2(/a)(2da)«-*. ... -^ ^{a)cf\ 
— 0' [f (da) (do»)* -^ f» (2da) (2da)' -^ • . . + y (a) (a«)*] -^ etc. \ 
=— l^ael/ZT^ ^ s 1. 1 _ ^ (0) -+- f^lfxdx 

V 

-+- 28 1/— i y* x^fxdx—e^ f x\xdx'- etc. [ • 

bo ) 

Posons 

X = a x', f(x) = f {ax') = ^ (x'). 

Aux limites et a de x correspondent et 1 pour x\ 
Posons en outre 



if^^x'dx' = k - 
/*xVx'dx' = A', 



f(0) 



a 
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et observons que dansy*2(p («)(/«, (p(o) entre deux fois, nous 
aurons : ° 

p 2f xdx = 2o /' Va'rfa?' = afc -♦- y (o) = i -f- f (o) , 

b 6 

en faisant a* = l; 

J*x\xdx = o»/'x Via;' = a»fc", 



f3*<(xdx = a' f*x'*<l>x'dx = a'A", elc. 



11 vient ainsi 
1. A = — f*«0 V/^ -f- « L i - y (o)-hafc+y (o) -^26 V/^a'fc"— eVA'' — etc. j 
= _ pise 1/=^ + 5 1. 1 afc -*. 2a l/HTo'fc"— ^a*^— etc. j 



a^k" Mk^ 



= -.ttsaV/— 1 -^«l.afc li -^28l/--T— r elc. 



2fc"a« . . /:*' , .. 4A 



'/« 



pour faire disparaitre le terme imaginaire posons 

2Jk"o» 



P = 
il vicndra 



(<) 



JtA"— 2/k'". . . 

etc., 



rft*" — 2* -1 J . 



A = e " 
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s ^tant tr^s-grand on peut ncgliger lous les autres (ermes. Done 






■.n 



P„ = ^,-d,e-''^-*^'-<^ 



Soil 






Les limites de 9, — tt et -h ^, correspondent pour t k 
— 9ra i/8 __ — ^ ^ ^j j^lJ:2=oo , h cause de « suppose tr^s- 

grand. 
Soil de plus 

P I ^ I 

on aura : 

' 6 -^ 
= e * ; 

2a* l/^ 



la probabilite que la somme des carr^s des erreurs des s obser- 
vations est 

At 
sera done 

P«= ^-zire *•*•.€</ (2) 

On a partout sous-entendu dans Texpression P„ la differen- 
lielle de la variable, car on a toujours p,c=/*(x) dx. 

Probl^me II. Trouver la probabilite P que la somme des carres 
des erreurs des s observations est comprise entre |ui5 di /, p ^taiit 
egal k 



^ 
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Solution. II faut int^grer la formule (2) entre les limites ±, I; 
on aura done 

=—-5 — fe^dl r^— /e  a«l/7dr ^/e ' dr, 

en posant l=^ra^ \^. 

Cette formule exprime la probability que la somme des earres 
des erreurs des s observations est comprise entre 

k 

La formule (a) exprime la probabilite de r; elle fait voir que 
P„ est un maximum quand r = 0, done ia somme des earres des 
erreurs, la plus probable, correspond i r = 0. 

Si Ton pose 

ffr* Br . 2d« 2e ,,y- 2« .- 

4 2' p P P 

on trouvera 

probabilite que la somme des earres des erreurs est comprise 

entre 

2fc"o* 2^0* »/« 

P est la probabilite que la moyenne des carris des erreurs , 
ou /x*(pxdx, est entre les limites 



mais 

2ife"o« 2U? 



24 
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P est done la probability que la'moyenne des earr^s des erreurs, 
ou fjL^ e=^Jx^fxdx , est eomprise enlre 

db t •—-=== ±-, 

8 PVS 8 8 

oil 



»| -f- ••• -4- O, 



8 

La somme des earres des erreurs la plus probable est, par suite 
de la formule (fi), £gale a 

— r- M 

k 

Or comme 8 est tr^s-consid^rable, la somme des carr^s des 
erreurs diff^rera tr^s-peu de celle (y) qui r^pond k la probability 
maximum. 

Soient done e| e, «.. e« les erreurs d'observations. 

Soit rngs "'"*""'*^ *""* , on aura approximativement 

cs = », — m 

el = »i — m. 
Done 

On a done k peu pr^ 

a(«,-.m)««_^=r,€? (^ 

Probli^b I. Soit 2a Tinlervalle compris entre les limites des 
erreurs de chaque observation ; chercher la probability P, que 
la somme des erreurs d*un tr^s-grand nombre s d'observations 
sera /; les erreurs positives ont la m^me probability que les 
erreurs negatives , ou 9 ( — x) = 9 (x). 

Solution. On a la suite de toutes les erreurs 

— Qf ... — X, •• • -.~2cla, -^ da, Oyda, 2da, ••• x, ••• a. 
Les probabilites correspondantes sont 

f (—a), ... ?(- x),... f (— 2cia), f{—da), ^ (0), f (da), f(ida), ... f{x) ... f (a). 



^ 
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On a 

y^f (ac) dx «a= 2y*f (x) da^=^f( — a) -♦- ••• 

-4-f( — x)-4- — -♦-f (0)-*- ••• -♦-f (a)«--4- f (a)Bsi. 
^XfX(ix=0= — Of ( — a)«« — Xf{ — x) — -4-xy(x)-4-«- -♦-oy (a), 



— o 



vraie moyenne des erreurs d*une observation. 

a 

/*x*f xdxs=( — a)*f ( — a) -¥- ••• -4-( — x)'f ( — x)-4-«- 

— • 

-•- X* f X -♦- ••• -4- O* f O, 

vraie moyenne des earr^s des erreurs d*une observation. 
Soit 

X=={f (— a)r"H hy(— x)«-*-4-...-4-f (0)-♦-••• 
Pi sera la probability que la somme des erreurs des s observa- 
tions est /. Posant * = /®*^^, on aura 

X = { f(— o) e-^*^ H — -*- y( — x) e-'^-* -♦- — -♦- f -• — 
-I- fxe«»»^ -I- ... -♦- fae««v^}* = 2P,e'«^^; 

multipliant par e-'^^^dO et integrant entre les limites =b tt on 
trouve 



i 



•+^ 



Pi==— /• ''Xe-'0*^dfl 

-*- ?? (2da) [e-M^»^-4- e-«*»»»^] -f- -. -*- fx[e-^»^ -^ e-'^*"^] -♦-... 
-^ fa [e"®»^ -*- e-®*^ j- = — y'' [do cos rt -*- l/ITTdd sin s] 
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Represenlons par N le polyndme enire accolades, nous aurons : 

P, =-L /^decosioN- H- ^—^r rf« sin '««•= ^ f de cos /eN* 

= — y d« COS ft j ^0 -♦- 2f (da) cos (dae) -4- 2y(2da) cos (2dafl) -♦-••• 
-♦- 2f>(x) cos (xe) -♦- — •- ^ftt cos (ad) j • 
?,=-/* de cos ft { — yo -t-y 2f (x) cos (xe) de j *, 

'f 

mais 

( xV ) 

2y(x) cos(xe)= 2f(x)< i ^ — i- etc. J ==2^(x) — x'e*y(x) -f- etc. 

/^ 2f>(x) cos (xe) dx = 2 /^ f xdx — e'y nc^fxdx -¥- etc. 



= afc H- f (o) — eVfc" ^- etc. 
En n^gligeant les puissances sup^rieures 

P, = - /""decosft { afc — aVr j* 

= i/ decosft afc(i-aV^J' 

probability que la somme des erreurs des s observations est /. 
Pour d^velopper cette formuie (6) en sirie eonvergente, posons 

i— _,a'eM =e-'*;ait==1 



(«) 



s 



1. [i -"T^W =""*'• 



Par le developpement du logarithme on a 

«^'aV=t«, d'ou e = i\/-i, de=^\/±, 
*: a V A"« a V A"« 

et aux limites de 0, et tt correspondent pour t les limites 

air 

oet = 00- 



V A", 



Hi 
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Done 

■- -J 

et comme 

I 1^, 

y*d(e-''cosm«=-l/ffe  , 
il viendra 

ou bien, en posant 






Pk 



la plus grande valeur de P, rcpond a / = ou * = 0. 

Probl^me II. Chercher la probabilile P que la somme dcs 
erreurs des s observations est comprise entre ± /. 

Solution. On a 



done 



'-J^n/f;'"'^*'''' 



'-^y^.^'"^'" -zhv-k/'-^-'^- 



Si Ton pose 

Pk kr" _ ,. 

d'oii 

l = ar y/s 



= 2t\/8.ay —y 



on trouvera aisement 



P^±/e-''dl = \/±/'e^dr, . . .(c) 

(*) En reintroduisant Ic facteur dl supprime par abreviation dans Ic 
problemc precedent. 
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probability que la somme des erreurs des 8 observations est 
comprise entre 

=b/ ou :har\/8y ou zhatoV/— l/s; 

ou bien, prpbabiliti^ que la somme des erreurs des s observations, 
flivis^e par s, ou leur moyenne aritbmetique est comprise entre 



db - ou di ou d= 2ta \/ 



/ ar 

- ou di — ., 

Remarque I. Comme on a 



on trouve 



done 

ar 






1/7 V A" v/; 

et 

est la probabilite que la moyenne aritbmetique des erreurs est 
comprise entre 

Remarque II. Soit x une grandeur inconnue fournie par « 
observations coj ... a>,; les erreurs vraies sont 

Si Ton fait 

«i -♦- ••• -♦- Wg 

m = » 

8 

on aura 

•— = x — m, 




{ 365 ) 
done 



P-;^/V-* H) 



est la probabilite que x — m est entre 



8 

ou que 

a;«mdb-V/22;(«, — wi)* (2) 



Nous avons vu que la plus grande valeur de P| repond ji /=o, 
on k t = o; mais alors x = m; done m est la valeur la plus 
probable de x; mais on obtient cette valeur de x, par T^uation 

2iifi' = minimum; 

done la r^gle des nioindres carres donne la valeur la plus avan- 
tageuse. 

Remarque III. Les forraules (1) et (2) conduisent aux conse- 
quences suivantes : 

l"* Si t reste constant, et par suite P, les limites de (2) se 
resserrent k mesure que s augmente. 

2** Si rb^i/221 («, — my reste constant, ce qui exige que t 
augmente avec Sy P convergera vers 1, k mesure que s out aug- 
mente. 

Remarque IV. Si (p(x) est une constante, c par.exemple, 

k = ^ffx'dx' = 2 /*crfx' = 2c 



fc" =y x'^fx'dx' «/* cx'*rfx' = - 

doii 

k 

Remarque V. Les formulcs (A) peuvent servir a s'assurer si 
un phenomene est du a une cause constante ; car en supposant 
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que le ph^nomene soit du k des causes accidentelles, on a la 
probabilite 

que la somme des erreurs des s observations est comprise entrc 
db ar\/s; done qu'elle est inferieure a ar\/ly abstraction faite 
du signe, c'est-a-dire en valeur absolue. 

Done si P est peu diffi^rent de 1, et que la somme des erreurs 
soit "^ ar l/J, il sera tres-probable que le phenomene est du a 
une cause constante, qu'il faut alors rechercher. 

ExEMPLB. Vers 9 heures du matin le barometre est plus eleve 
que vers 9 heures du soir ; ensuite il remontej usque vers 1 1 heures 
du soir, et il redescend jusque vers 4 heures du matin, pour 
revenir k son maximum de hauteur vers 9 heures. 

II faut examiner si cette variation diurne est due a une cause 
constante, ou si elle est le r^sultat de causes accidentelles. 

Soit hi la hauteur du barometre a 9 h. du matin le iT jour : 

— A, — — a 9 h. du soir le iT* — 

faisons 

«, = (A; — /?,.) 



m 




»i 


-♦- 


• • • 


-t- 


^ 






















8 






ms 


^__ 


«i 


-t- 


 • • 


-♦- 


«. 



d'ou 



Si X designe la vraie valeur inconnue donnee par les s observa- 
tions, on aura 

X — »i = fi ... X CO, = s\ 

et 

faisons 

8x = q, 

2l€l = q — ms. 

En supposant que le phenomene de la variation diurne soit 
accidentel , on a : 

probabilite que q est compris entrc ±: ar\/T. 



^ 
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Par les observations de Ramond on a a peu pres x == 1 mil- 
limetre; done en prenant « =3 400 jours et en posant four les 
limites des &), db 4 millimetres, d'oii a = 4, on aura : 

/ a 400 

a[/s a[/$ al/400 

comme ^ = 6 au moins (voir p. 365), on a : 



Done 



— -—= 37,5 au moihs, ou t = 1/37,5 . 



= 1 / e-'^dt 

2 l/37,57r I 



c-** 



=s 1 (i — etc.) = i a peu- pres, 

probabilite que sx ou q est < ar l/«, < 400. 

Mais Tobservation donnant q = 400 , on a une forte probabi- 
lite que le phenomene de la variation diurne du barometre est 
du a une cause constante , ce qui engage a chercher cette cause. 

La valeur x = l millimetre n'est qu'approximative, mais on a 
une probabilite 

I/tto 

que 

X — wi = dc -1/221 (m — 00,)'. 

8 
9. VoneUoBs d^nae seule IneoBnae. 

Une fonction inconnue f(^) est donnee par s observations 
6)|(d3 ... (i\, on eonnait $ k une tres-petite fraction pres; soient A 
cette valeur approchee et z sa correction inconnue, on aura : 

5 = A -4- z. 



( 368 ) 
Soil Bi Ferreur vraie de la t^' observation , on a : 

f, = a,« — n,, {{) 

en posant 

/•'(A) = a, et «,-/-(A) = n,. 

Remarqde. Si /"(f) = ?.= ^, d'oii e,= z — Gd{, on a : 

ai = 1, n, = «,, A = 0; 

multiplions la formule (1) par le facteur entier et positif A,, on 
aura : 

hi ^tant une quantite indeterniinee. 

En faisant t = 1 , 2, ... ^, et en ajoutant, on a 

E = llhf^t = 2'iA,a,z = S M. (2) 

D^terminons jz par ia condition que E = o, Tequation (3) 
donne 

iz= — : — s=M (3) 

2;A.a, 

Soit u Ferreur de ce resultat, on aura 

Z = ; 1- tt = M -4- U 

E = 2iA<a, (M -♦- u) — 25 A^^i = wi' Aia... ... (4) 

Probleme I. Determiner la probabilite que la somme E a pour 
valeur /. 

Solution. Soit ± a les limites entre lesquelles varient les 
erreurs x de chaque observation , (fxdx sera la probabilite d'une 
erreur x, et Ton aura 

J^fxdxt'^^ = i ?( — «)r*'' -4- • • • + f (x)A"' H- . •. -h ^(ojt*** . (5) 



— • 
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Soit 



\=J^fxdxf^^ X /"fxrfxl***... X ffxdxf^ = lVii\ 



— • — « — o 



leproduitX aura dans chacun de ses termes, comme exposant, 
Tune des valeurs de toutes Ics somraes que Ton peut former en 
ajoutant s des quantites hix, h^Xy ... h^x^ prises k volont^, et pour 
coef&cient la probability de cette valeur, x designent les crreurs e^ 
Done Pf est la probabilite que la valeur de E =2); A,e. est /. 
Soil t = e"*^, et (p( — x) = <f (x), on a : 



mais 



/• f»xdxe*'-«*^ = /° yxrfxe**'"*^ ^ /* fxdxe^'^^ 



—a — o 





= r fxdx j c*<«»*^* ^ g-A<««v^ 1 = 2/'" f xdx cos (M«). 

Done 
X = ^y^fxdx cos (A,x«) ^J^fxdx cos (A^a) ... 2 /^fxdx cos (fc.xw) 



Soient 

a? = ox', f (ax') ==s ^x', 

y^fxdx = ay ^x'dx' = - a* , 2y* ^x'dx' = k , 

^ 

fx'fxdx == a'y x Vrfa;' = «»*", /'x'^fx'dx' = A", 

b 

fx^fxdx = ef/'x'Wdx' = a'A", /'x'*i>x'dx' == *", etc., 



^Jfxdx =jfxdx = afc = i , etc. 
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IMais on a 



/ f^xdx cos (Aixw) = / fXrtx I \ 1 ^^ — ••■ j 

n ft L * Av J 



=/fxdx ^ / x'fxdx -^ -i^fx'fxdx 



2 



hy 



a^k" 



*f"\. 



24 



a^k'" 



2 /* f xrfx COS [hiX) s a& < i — A|«V h -^ a* — 

\ k 12 a 



d'ou, comme aA= 1 : 



1. 1 2y yxrfa; cos (A,a;) = 1. 1 i — A^«V — -f- etc. 
- - AJaV ^ — jZ_ fcfaV - etc. 



Done 



l.X 



= 2 1. j 2 /* ffxdx cos (A,x«) I 



;- aV2AJ ^- ; a*«*2A} — 

A I i2A; 1 






= e 



-^.•»-|*?(. ifcfc--6ifc"' 



i 



done 



, „ o*«*2Af 



1\ 



= •— / da 
in J 



g-""^-T'^*?*JM 






faisons ^ = ttw l^« , il viendra : 



aV/s i2fc' «« 

Or 2A?, 2AJ, etc., sont evidemment de I'ordrc s , done -^ est 
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deFordre -» qu'on neglige ^ s etant ir^s-grand. L'exposant etant 
irts- petit aux limiies dbV^, on peut remplaeer eelles-ci par 
± 00 . Done 






die L* • '+^^'J 









Posons 






&« 



iak"2kj I 



et nous trouverons 



P.= 



*!• 



1 



2\/^.o\/~2A? 



e *""^<dl. 



pour la probabilite que la somme E = 2 A, e, a pour valeur /. 

La plus grande valeur de P| r^pond kl^o. 

Probl^me II. Chercher la probabilite P que la valeur de E sera 
comprise entre ± /. 

Gette probability sera 



P = 



e '^"'^'dl 



— '--=r 

i<A/^\/'L2hi-' 



dl. 



Soil / = ar\/7 , d'oi) 



1/ 



4r*« 



8 



^/..y/^2A? 



—-y'e'-'^fdr. ...(«) 



probability que E est compris entre dt ar V^s on ±. I. 
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Probl^b III. Chercher la probability P<i que la valeur de « 
dans 

ZssM -4- U ass-l H tt, 

est comprise entre db u. 

Solution. La valeur de P de la formule (a) est la probability 
que 

E ou IJifi^ — Shifii 

est compris entre db ar\/s; ou que 

ou bien u y est compris entre 

orl/J 



Comme E = u 2/wii = ls=arylf on a 



arl/7 tiZAja, 

U = -T7: — » r * 



2A,ai aV/7 

Substituant cette valeur dans (a), alors P devient P., done 

Pw= \ /due «"••!*?"•, 






2Mi 



probabilite que Terreur de z == M =-2^ est entre d= u. 
Soit P^ la probabilite que z = M est fautif de u, on aura 






Cette probability est la plus grande possible quand n :» o. 
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Soit 



.ivl,« » 



2oty — 2a; 



d'ou t Bs 0, quand u s=s o, et 

probability que I'erreur dejj = jj^est comprise entre 



Vt^'^? 



2to 



Done: 

l"" Si % reste constant, et par suite P«, Untervalle dzti se 
resserre d'autant plus que 



-V/?2^ 



sera plus petit 
^'^ Si / augmente, et par suite ?„, il faut diminuer 



«v/S 



proportionnellementy pour que Tintervalle db u ne change pas. 
Ainsi cet intervalle restant le m^me, la probability P„ que u tombe 
dans cet intervalle est d'autant plus grande que le facteur 



a\/%W. 



est plus petit 



Vifiii 



\ 
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Done le syst^me de facteurs A^ le plus avantageux sera celui 
pour lequel 

^ V k ' Vifli 
est un minimuo). 

Or en ^galant k z^ro la differentielle de ee facteur par rapport 

k hi et supprimant le coefficient a j/^-, on a : 

/ji elant le facteur |^ qui reste consUnt pour toutes les valeurs 

de f= 1^2,3 ...«. 

A ce systdme de facteurs le plus avantageux correspond 



25MaJ "" l\al 



jj== = SBSWl (C) 



L'erreur de cette valeur de z sera 



2af 

M = 



= 2to\/-- — — =:. 



p2;a? V * |/2[^ 

Le r^sultat (c) est le m6me que celui qu'on obtient par la 
m^thode des inoindres carr^s, ou par le minimum de 

car en egalant h z6ro la differentielle par rapport k z, on obtient 

2;a<(a,z — n<) = o 

;3=^, C.Q.F.D. 

2Ja? 

Reprenons la formule (6). Comme on a (pp. 368 et 360) : 
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cotte formule (b) 

exprimera )a probability que 






VT 



i/SR 



Si/"(|) = | = jr, on a: 

f ;. = ttj m — «, = m — w^ 



alors 



P„ ^/dte-" 



est la probabilite que 



«* -♦- W| -4- • • -4- «, . ^ >^-,. / v« 

§ = z = -^ — -^ ^ d= - 1/225 w — w,)' 

ce qui est connu. 

Remarque I. L'expression 1\6?= 21 [a,w — nj' peut se meltre 
sous une autre forme : 

2{f;!=2;Km-wJ«=2j 



/2{a,nA 1* ^,(ai2;fl, n. — n,: 



En d^veloppant le carr6 on a 



^. ^ 2'.a?- a»?-(aa?«.)' 
2'. « ' = rx35 



25 
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Done 






est la probability que 



Z = tll 




(H 

Remarque IL Le plus grand terme de la somme P„ repond a 
ii = Oy ou 6 / = 0; mais alors z^=^m\ done la valeur la plus 
probable de z est m. 



N 




II. 



TH^ORIE DBS ERREURS D'APR£S BIENAYMI: C). 



lyir an irhu^^mnM noml^re d^obflcrTAllona. 

Soil f rinconnue^ /"(f) la fonction donn^e par les n observa- Ikis^ ?r^'-\-c S 
lions 0| , Oj ... 0„, n ^tant trfe-grand. s^^^^^nr-^ vkuZa^v- 

On connait f & peu pres; soil A cette valeur approch^e, et x X.^ /TU. /. ^rr^. 
sa correction Iris-pelite. ^ S&^UJLC-^ 

Soient £4 , e^ ... e„ les erreurs inconnues des observations. -/T^^c»-^^A-vv*-^ii& 

En n^gligeant les puissances superieures de Xy on aura exac- 

tement C ^y ^ I 1 

O4 -t- f4==/'(A -i-x) = aA^-i-a4; jf^^^L y^-u^ r^^r>rt Cu^ 

cbaque observation donne une Equation semblable. ,, .^ crt^^-«/ri^^»vT/* y^ 

SOlt A \\ ^ Q , ^ V J 

on aura c ^ 3^ ^^ 

«* = «*« (4) ct4^|-^.^,v4.vV-^ 

Multiplions les n equations (1 ) par les facteurs ind^termin^s kg, ; n* ^ 

nous aurons, en faisant la sorame : ^^-^-u^w^o T^ 

S«A = arSa A • 
Si nous posons 

nous aurons 

(*) /oKrna/ de Liouvitte, t. XVII, furrier 4852. 



V J-tpT y. En faisant x'= Sti;^*^ on commet une erreur 

r = & A . 
/^Ujw^ S^^«»-«o C ^'^®^ ^"®^' Terreur dont est affect^ le r^saltat 

Si I'on ne prend pas Sajc^^ pour unit^ » on a : 

et ce r^sultat est affect^ de Terreur 

Si Ton fait k,, s= a^, les facteurs k seront, comme nous le ver- 
ronsy les plus avantageux, e'est-i-dire eeux que fournit la m^thode 
des raoindres carr^s. On a alors 

Stdfflf, 
Sal 

Sal 

pROBL&ME I. Chercher la probabilUe de Verreur n 
En prenant les integrates entre les limites jusqu'auxquelles 
les erreurs peuvent s'^tendre, et en d^signant par(p(e)<fe la pro- 
bability d'une erreur e^ puis en posant 

il est elair que R sera la probability de r. 



s 
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Mais en posant K=»^rdry et changeant en cons^uence le 
signe 2 eny^ on aura : 

P =J*'rrdrer<x^ 

les limiles de Tintegrale etant sous-entendues. 

Multipliant par dae-'^^'^y et integrant entre d= x , on a : 



— 0» 



d'ou 

i ^ 

Si nous omettons ies indices de s, qui ne sont III que pour plus 
dc clarte, nous pourrons ecrire 

Or 



/ftxfcC****^ *ssj(fsd€ 






= 4 ^^,aA,l/=i-^'a'«-5a'«l/=T^^* 

2 6 24 

on a pose 

2 u 

"*" l^r^^* "~ VsA*! — 3a<| -+- i2pjfxj — 6fxt) -t- ••• 
24 



z' z» z* 



=^.Al/i:T-a««^^-M,^l/=T + M/*** 



2 •" 6 24 



^ 
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On aura par suite 

d^oii 



UsJfecU 



,a«*AV-« e= i»'*i'^fc*^»- ^-V- «*^i^- "»^ *^^*4 + 114 ^ s*i + 



et 



/ Mjl/^T ,^„ M4 ^^, \ 
\ 6 24 / ' 

en s'arr^lant aux termes en a*. 
Soit 



z dz 



V/|(H.-f*?) \/^(H.-f!) 



nous aurons 

\/^(f*.-pj) 

en faisant 






Q = i lA^. 



\/^ (/*.-/*?) 



6 / /T V 241 



6 !24 
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Probl^me II. Chercher la probabilite p que r est compris entre 
deux limites. 

En prenant Tint^grale entre ces limites , on aura : 

p =/.rdr 



— 00 



=iy;),r5/J.e-"H-^)\ [,_^i/z:TN^.^i_N^| 



Soil 



V/=l\ 



5 N, , N. 



(i/si«)' (i/si«)* 



Comme ia deriiiere integrate est prise entre les limites :±:oo , 
les puissances impaires de |3 disparaitront, et I on aura : 



-—00 



= i /dt e— j 1/ ,r - - (L.t/>V ^' dp -*- Ul^fe-^ dp\ 

^ 1 (g,/"^*c-^' dp - G^effe-^dp + G,f/"e-^'dp)j 

•A* V _oo — ao — 00 ' / 

puisque 
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Prenons t entre les limites ±7; les puissances iropaires de t 
disparaitront; nous aurons done : 





" ' 4 (f*» " ^')' 



Or, SAJ elant de Fordre n, (SAJ)* de lordre n^, fsjtjhi^st de 



Tordre -, qu'on neglige; done enfin 



p = —-fdte-^ 



2_ ^y 

probabiiite que 

— r < « < r, 
ou bien que 

— r<— =<r, 



-rV/s«<p<l/s«, 

ou enfin que 

f*,S^* - rl/sij 1/2 (fx, - fA?) < r < fx.Sfc, -♦- rV/sitiV/2(,*,- pj). 

Remarqle I. 1® Si 7, et par suite p, est constant, les limites de 
r seront les plus etroites possibles lorsque S/:! sera minimum, 
done lorsque kf, = ahy comme nous le verrons dans la remarque 
suivante. 

2** Comme y = r7= , y sera maximum, done p le plus grand 
possible, lorsque Ski sera minimum, ou lorsque A:^ = a^. 

Done un systeme de limites etant ehoisi, la probabiiite que 
Ferreur ne sort pas de ces limites sera la plus grande possible 
quand x sera determine par la mcthode des moindres carres. 



^ 
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Remarque II. Demontrons que SA][ = inin. repond ii ^^sa^; 
c est-a-dirc aux facteurs donnes par la methode des moindres 
Carres. 

En eifet, ayant pose Sa^kf^== 1, on a aussi 

done 

So^Afc = Sal ; 

et par suite, on a identiquement : 

S«-2SoA = S«-2Sai; 
ou 

S*i -2SaA -H Sal = S«-SaJ; 
ou bien 

S{k,-a,y = Skl^Sal; 
d'oii 

S« = So][-HS(fc,-aO*; 

d'ou resullc la proposition a d^montrer. 

Remarque III. Le systeme le plus avantageux des facteurs k 
etant done eeiui dans lequel A:^ = a^^, on aura, pour ee systeme : 

probabilite que 

li,Sa, - rV^\/2(f*,-pJ) < r < iifia, -*- r V/s^I 1^2 (,*, - f^J) ; 

r est alors I'erreur eommise en prenant pour x la valeur Sco^a^, 
ou Sn^a/^. 

Mais eomme on a pris Sa^k^ = I , done SaJ = 1 , il est clair 
que p est aussi la probability que 

r est alors Terreur eommise en prenant 

x= — — ou x = --. 

Sal Sal 



■v 
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Remarque IV. Lorsque fx, = /gyeds est nul , il n y a pas d'er- 
reurs conslantes, el (p( — e) est egal i ? (e); alors 

est la probability que 

I/Saj '^'^ l/SaJ '^^ 
Mais on a 






done p est la probability que 



-»/2S£'* < r < — ^ »/2S«'% 



l/nSaJl [/nSal 

ies valeurs de e' ctant donnees par 

Sn^ . as 
f * = «ft — ^-; n* = Oft . m — »fc , 

en posant 

So* 
Remarque V. Si /■(?) = f, on a : 

ff* = l; Wfc = OA — aft = Ofc, 

puisque alors o^ est nul ; et SaJ = n ; done 

SOft SOfc 

m= — , fft = 0^; 

n n 

et alors /> est la probability que 

r est alors Ferreur eonimise en prenant pour t 1b moyenne ariih- 
metique ^ . 
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Une fonction /'(fi,fs,.-^i — O ^^^ ^^^ inconnues^, est donnec 
par n observations Oiy(hf.„On... o», dont les erreurs sont: 



^15 fS>»" *A ••• ^1 



«• 



On connait les valeurs approehees Ai ... A^ ... A des ineonnues ; 
designons par x, ... ar^ ... x» leurs corrections tres-petites. 
On aura n equations de la forme 

0* -♦- f* = A^i -+- a?!, A, -♦- ap,, ...A. -i- Xj, ... k^^ -^ x^) 

= «*-♦- «!,* «i -♦- Ofcfc x, -*-••• -+- a<,j| Xi -4- ••• -♦- a^yn x« 

en negligeant les puissances superieures des Xi. 

Soit 

0* — a* = nfc, et f;,-+-nfc = Wft, 

Tequation prec^dente s'ecrira : 

On aura n equations lineaires de cette forme en donnant a h 
les valeurs successives 1, 2 ... n. 

Resolution des equations (1). 

Si les quantites un ou e^ etaientconnues, 11 sulliraitde prendre 
m equations distinctes parmi les n equations (1). Mais il vaut 
mieux les faire servir loutes; car n etani tres-grand, on peul 
esperer que les erreurs se balanceront. 

1** Pour obtenir X|, on multiplie les equations (1) par k^f^ et 
Ton fait la somme, ce qui donne : 

Sw**,^ = X| Soi,fcftj^^ ^ X, S(i,^A|,ft + ... -«- x« Sa«,ftA,,ft; 



puis on pose S«.,*,.=i 



. ^ («) 



s 
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d'ou 

2° Pour obtenir x,, on mulliplie les equations (1) par *, fc, et 
I'on fait la somme, ce qui donne 



puis on pose 



(W 



d'oii 

On a done en general 

en posant 



a?j = Swfc*,,fc,'etc. 

x, = Safcfc,.A . («) 



(r) 



Les valeurs des m inconnues sont done fournies par les m 
equations (a) dans lesquelles i prend les valeurs suecessives 

1 m\ chacune de ces equations renferme n facteurs k^^tt^ ^ 

etant successivement ^gal a 1 n. Ces faeleurs sont determi- 
nes par 7n systemes d'equations (7), syslemes qui renferment 
chacun m equations. 

On a done m* equations pour determiner les m .n facteurs 
K,h > P^'* suite ii y aura mn — m*^=m(n — m) facteurs inde- 
pendants, ou bien il restcra m — n facteurs independants dans 
chaque systeme d'equations (7). Cest de ces facteurs restes arbi- 
traires qu'on disposera pour rendre les valeurs des inconnues 
les plus exactes possibles. 

A cet effel il faudra calculer la probabilite des crreurs r, des 
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x«» et determiner ies facteurs k par la condition que ces erreurs 
soient renferm^es dans Ies limites Ies plus (itroites possibles. 

Cherehons d*abord Texpression de r^. 

On a 

Xi est done affect^ de Terreur 

r, =&,*,.; (b) 

Les determinations preeedentes de X|, x, ... x^ sont done aifee- 
t^es des erreurs respeclives 



1 . Calcul de Q = y (r,, rj ... r„) cfridr, ... rfr„. 

Q est la probabilile que Ies erreurs r,, r, ... r^ ont lieu en 
m£me temps. 

Cette probabilite serait comme si Ton connaissait la fonction h . 

a) Determination de y. 

Soit 9 (e) de la probability d*une erreur e. 

On peut poser 

==/V (r, , r, ... r J vr«v/« ... C-dr* . dr, ... clr„ . 
Soit _ 
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on aura 

=__^T{r.,r,...rJe("'"-*-'"="-"+'-«-)'^dn.dr,...dr.. 
Hiilttplions les deux membres par 

puts int^grons m to'ia de'suile Ics limites ± oo, nous aurons (*) : 

b) Determination de \. 
On a 



Faisons, pour abr^ger, 

supprimons les indices des e, que nous n'avons employes que 
pour plus de ctarl6, et posons 

nous aurons 

X=n»p» = p,.p....p»...p. (C) 

En d^veloppant rexponenlielle dans la valeur de p^,, on 
obtient : 



p» ^fdtft H + f S. V^ 



t»SJ £^!l/— T m 



(') Voir Intigralet difiniei de A. Meyer, p. 369, rormule 191. 
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et si Ton pose 

l^fi=Je^f€d€y done p, ==yfyf(ie, ^,=yVyrff, etc, 

on aura k cause AeJ(fzdt = \ : 



6 24 

en faisant 



-f- ••• = e » 



expression dans laquelle 

Par suite on aura 
et 



4 



= c 
Soil 



_;..js(s,)j^-/^js(s][)!-??i^js(sit)!.^*{s(s]l)j 



T| = ptiS (S,) 

« 

T.= (/*.-H?)iS{Sj)!. 
T.= M,S(SS), 
T, = M,S(S)1); 
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la valcur de X dcvicndra 

X = e * * ** 



V 6 24 72 y 

(i 1--.. I 

\ 6 / 



= e 



en s'arretant aux termes dii 4"* degre en a,. 
On a done 



ri - /*iSA.* = P* K 2 (fx, - f*?) (rf) 

dr, = dp, V/2 (fA, — ptj) 



a. = • > rta, = 



VW-^) \/\ (/^ - f*;i 



e'"'^^""'-*-^ ^^''-»!-*'' x(i-^i/:n +...) 

2. Determination de la probabilite P que les erretirs r,, r,...r„ 
sont comprises entre deux limites, 

Celte probability sera cxprim^c, en sous-entendant les limites 
des integrates, par: 

P=^/m (r„ r, ... r„) dr.dr^ ... dr,„ 

_(i.)>,...*^...*,..-'^H'-H-'T^(,_T.^3T^..). 

A la place des variables r,, a, introduisons les nouvelles va- 
riables po ^o donn^es par les Equations 



-\ 
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T 

^, Tj, etc., deviendronl des fonciions de z, que nous d^signe- 
rons par z^, z^y etc. ; et nous aurons 

P=l/dp,rfp....dS/(rr^r,...dr«c-''^2'''''-^'(l-^Z.-»....). 

Separation des variables. 
On a 

t = ^iS(SJ)j 





!2 




H 


— 


f*? 




2 




f*« 


— 


A 




2 




P« 


— 


y^ 



^ is[«w^ + c4«.» + ...-,-«:«, 



A 



-I- 2«4 (a«Ai,,i*«,A -«- - -+- a«M-..*) 
■♦* •• ••••,••■ 

= ^^^-^ i «!SA?,, -H a!s*i, -H ... -+- 4s*l^ 

4- 2aj (ajSA;,^*3^ -I- ... -+. a^SA;,.^*.^) 



f*«— Pi 



Poisons pour abr^ger 

et par suite 

puis remplacons a, par 

Zi 



v. 



:7(f*« — f*i) 



26 
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nous aurons 

T 

Z, = -^ = z\bij -H ^,, -I- ... -4- zlb^^^ 

H- 2z,(zA;i -4- •.. H- z«6,,J 

-♦- 

= z;6,,i -♦- 2«4Z,6,,, -4- 2«425<»i.i -*- 2zi«46m + — 
-t- «56^ -4- 2^,^56,^ -4- 2^,246^4 4- ••• 

-^ ^565,5 + 2Z»«463,4 -♦-.•. 

•4- ^^104^4 -+-... 

Soil maintenant 

ft = «A.< -«- «j*M -+- «5fci^ -4- ••• -4- ««^,.« -*- tM—i 

Elcvnnt au carr^, faisant la somnie, et posant 
nous aurons 



-4- 2 (A, .J, -4- ht^J^ -*-...-+- A|,,J») --.^^— ^ 
-4- zj/if,, -+- 2Z|r^,.,A|,, -♦- 2z,Vi.i'*i^ 

4- z| (/j!,i -4- /<!,») -t- 2«»«8 (Aiy*!,* ^ VAs) 

-♦- 2z,i?4 (/i,.«A,^ -♦- A,.«/»j.4) 

-+- 2ir,74 (/i,,,A,,4 -4- A,X4 -♦- Aj^A,,*) 

-+- zl (A!^ -•- Ai,4 + Af.4 -!> AJ,4) 

-4- etc. 



V 
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Identifions e^^ el e~^' : pour cela, nous devrons poser 



• • 



btA = Ai.i , 6,,, = fc,,4^i,s, 6,^ = A,.|A,,5 , 64,4 = A,,A,4, 

6m = *I.i -*- AJ,,, 6i,a = At,«A|^ '^^ A«,A^> ^M = AljA^^ -*- Ai,s/ls,4, . .^. 

6i^ = AJ^ -*- /ijs + AJ^, 65,4 = Aj^A,.* -*- A^,.4 -♦- A5,5A5,4, 
^M = A?.4 -4- Ai* + A|,4 -♦- AJ^4, etc. 

On aura done : 



. Dc plus on a : 




(/Pi = rfz,A,,, 


rfp, = rf(,A|,i 


d^ = rf^»8.« 


r/p, = rf(,Aj,4 


d?m = rf«mA«,«. 


rfpm == rf^A^.^ ; 


ct par suite : 


• 


1 

1 dzidz^ • • • dz^dpidp^ * • . dp„ 

1 


= tl^tdPi-dp^dt,dlf 


d'ou eniin 




tt"* •^ 


4) 



m 



/Jdp4^- (/p..e-(^f+^^5-*- ^^«) (1 - 5— r-^Z3 + ...) 



Effectuons les integrations relatives aux p. 

Soit _ 

I/— i 1 1 , 

et exprimons eelte quantity en fonctions des (3. ct des tt. 



V 
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Nous avons : 

T,= M,S(«J) 

n 

= M, [2 (a?S*J^) + 32(«?«,S«A,*) 

-4- 62 (aiai»a<"S^ijk^,'^^."^) J > 

ou nous supposons i < f' < t". 
Done 

2^ M, I 2 (zfSAf,, -4- 32 (z'^zSkUk,^) 

h 62(r,z..,vS*..*fc.-.>...J 



[\/.l('*.-i^?)] 



De m^me on a 

= M^(2a,*,,)* 

= M4S(a,Ai.fc -+- ojfcj^ -4- ... -+- a«A:^.fc)* 

= M*[2afS/:?., -♦- 42(a?a..SA?,,t,^) 

-4- 62(aJ4SM'?.*) 

-+- 1 22 («?ar«rSAa^.'^fr.",*) 

-4- 242 (a<a..J5i..a,'"Sfr,;fcfc..,/»fci' .fcAiM,,ft)] 

oil nous supposons i < i' < e" < T". 
Done 

^ M, i -^ 02 (zj2jS*?^t,%) 

^* - r , 1 _ "I* i -«- 1 22 (z?z,^r'S*?. A- A'.a) 

L V 2 ' ' J \ -4- 242 (^<«i.z.")3,."Sfc,, A^fr..jkA-i.,.^) 

Si Ton exprime les z, en fonelion de (3,. el dc /,, les Z scront 
dcs sommes de lermcs de la forme G(3"/J ; el par suile on aura a 
int^grer reialivemenl k ^ des expressions 



— « 
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or cette derniere int^grale est nulle quand a est impair; et elle 
est egale i 777^7--^ l/^, quand a est pair. 
On aura par suite : 

B3 ^tant une fpnetion des ^. qui ne renferme que les puissances 

1'% 2"" et 3"" de ces variables, 
B4 etant une fonction des ti qui ne renferme que les puissances 

0, 1, 2, 3 et 4 de ces variables, 
Be elant une fonction des t^ qui ne renferme que les puissances 

0, 1,2, 3, 4, 5, 6 de ces variables. 
Si Ton substitue Texpression precedente dans celle de P, on 
aura : 

"-S^ /''""•••• '"■'""'"'*'**('-5°'*S»-f.»')- 

Remarquons que B3 provient de Z3, ou il n*entre que des 
produits de degres impairs des z, , et ou il n^est reste que des 
puissances paires de P, ; de sorte que B5 ne renfermera que 
des puissances impaires des f^; il disparaitra done, puisque les 
integrales seront prises entre les limites de la forme db c. 

De m^me les puissances impaires des ti disparaitront dans B4 
et Be, et avec elles les termes imaginaires. 

Tous les termes de ces fonctions aequierent des diviseurs qui 
contiennent les carrcs des sommes finies des A'j,^ qui sont, dans 
chaque sommc, au nombre de n. Si n est tres-grand, chaque 
lerme sera done de lord re -; mais il y a m de ces termes, de 
sorte que Tensemble des termes n'esl que de Tordre ^. 

Si Ton veut negliger la partie de Fintegrale qui renferme les 
termes B4 et B^, il faudra done s'assurer si ^ est un grand 
nombre; s'il est assez grand, surtout, pour contre-balancer Pin- 
fluence des puissances de y, qui entre dans ces termes jusqu a 
la 6""* puissance. 

II faudra, par consequent, que -f. ^ reste de lordre des termes 
qu'on croira pouvoir negliger. 



( 396 ) 

S'il n'en etait pas ainsi, on ne pourrail £lre certain dc quelque 
exacUtudc que si y elait assez petit. 

£n admcttant que ces tcrmes soient negligcablcs, nous aurons: 

P = -^ CdU dtt ... dU""'"^''*"*'"'. 

m 

Integrons sous la condition que 

de sorte qu'aucun des termes t ne peut sortir des limites ± 7. 

En operant successivement sur les variables ^, on aura a inte- 
grer ehacune d'elles entre les limites 



ou bien on pourra prendre chaque integrale entre 

et -4- l/y'— <? C-i, 



et doubler le r^sultat. 
Si nous posons 

d'ou 

udu 
dl 

au lieu de 



" '» 



••"(i^J/'^'"*-"'^"^-/'"' ••""-" 



V 

nous pourrons ^crire 






=(7;)/«''«-"-^' 
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en posant 



Pour effectuer toutes ces integrations , qui sont dc la forme 

rappelons-nous que 

et que 

r(i)=l/;; 
et posons 



a — (* = ox; ( = l/al/i — ac; dt^^ — X/a 



nous aurons 

/ ae(a-0. = -_/x— -*(i-x)« 

-* 



2 *^ 



(^-) 



En faisant successivemcnt 



1/m» -<; — /! =l/a 

l/i7 =l/n 
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nous trouverons : 

^2/ r(i) r(|)r(l)" r(^) " 



= -(^1 



m 



2 



d'ou 

P = — 7-r/«— 'e— dw. 

r(|)/ 

Reste a cffectuer celte derniere integration. 
Integration de y*^w*-*e~"*rfM. 



En integrant par parlies, on trouve successivemenl : 



1 

2 






= -2^""'"'^-« 



i . . m— 2 



e-""tt*-' -♦- 



J*ur-^e^*du. 






^ 2 2 y 







— 399 — 
D'ou Ton d^duity par dcs substitutions successives 



J 9 2 *^ 



(m — 2)(m— 4) r . 



1 . , m— 2 , 

2 2 



(tn-2)(m^4) ,^ _, 

e u — • • • 

2« 



(nt - 2) (m - 4) ... (m -^ 2i) ^_,._.«_, 



(m - 2) ... (m - 2t - 2) ._._^_,. . 



et par suite 



/e~"*M'"~**~'rfu; 



X/ .. ^ ..( , »i— 2 , (w-2)(m-4) 

(;H,,2)(m--4)...(in-2i) _^^, 
2.+I "^ 

(m— 2)...(m — 2i— 2) v^ ,. , '^ ) 



l** Soil 
ct 

On aura : 



m — 2t = 4 ; 

m — (2i-4-2) = 2; 
m — (2t -4- 5) = i . 
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/•\ . ^^ ^ v.2a — 22a — 4 42 



2 



22 



.'*-« 



2sr— 2 2f^— 4 2 
2 2 2 



,«#-♦ 



h ••• •^- — -f- 1 

ig—i 2 2 



2« Soil 



( 



2flf— 2 2sf — 4 4 2\ i 



4 2\i 
"22/2 



2 



(?) 



,Sf-J 



.'*-♦ 



(i) 



i 






2sr-2 



) 



m 

m 
m 



Sr-2; 
(2i -♦- 2) 

(2» + 3) 



0. 



fu^'*e-''du= — 



1 _;-29-3 25-5 5 1 



2 



2 2 



,»f-S 



,«»-» 



2^—5 2^ — 7 5 1 
2 2 2 2 



2g-5 2g~5 
2 2 

r 

2 



3 I 
22 



2o— 3 2a— 5 3 i ^y , , 



2 



=-r-(^) 



2 2 



A-5 



,^—5 



(fcl) ,(fc5) 



^ H 



3 

2. 



tA^V-'-" 



^ 
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en vertu de la formule connue 



Soil quand 
ou quand 



/ i\ i .3...(2n— i , 

r n-4- - = ^^ i|/7r, 

\ 2/ 2- ^ 






la valeur de P deviendra , dans chaeun de ces deux eas : 



y 






2 



r y«»-« 



,«»-♦ 



(?) '( 



2flf — 2 



) 



(i) 



-f-i 



H- 1 



Pf9'i = 






M 



I/tt 



— «-y* 



.S»-8 



,Jj — 8 



M <^ 



) 



g) 



(A) 



(B) 



On voil que p^ et Pfg^^ diminuent quand le nombre m des in- 
connues augmente. (A) et (B) expriment les probabilitcs que 
les m erreurs 

ne peuvent s'etendre au deli des limites assignees par la condi- 
tion 

tl + «i + ... -f. ti < r', 

condition qui ne permet k aucune des variables ti d^exceder di }/. 
Chcrchons les limites extremes de p^ . 



Soit 



(*-♦- (| -♦-•.. -4- ij, = u, 
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ct chcrchons la plus grande valeur de 

pi = UKi -*- ifA,.! -4- •• 4- r.A„ (0 

Posons 

tf^tj^...^lj = tt — l,V4 — <?+, tl = v; . (2) 

nous devrons regarder v commc constant rclativcment aux t pre- 
mieres variables ty U ctant eonsidere comme fonction des t — 1 
variables qui le precedent. 

Soit ^., Tune quelconque de ccs premieres variables : nous 
devons, pour le maximum de p„ poser ~ = 0, ou, en vertu de (1 ): 

de plus, I equation (2) donne : 

d'ou Ton deduit 

A.V -^ ''m (— r ) = ^' 0" 7 = r^' • • • (^) 
\ til ti hi^ 

Donc^ pour le maximum de p^, il faut que les ti, soient pro- 
portionnels aux h^.^^ eorrespondants ; posons, par suite : 

ti' = a/»,..j 
li, — a w,-.^i, 

faisons sueeessivcment i' := 1, 2 ... i, et ajoutons; nous aurons : 

a*(hli -4- A|^ + ... H- hi) = V, 
ou 

d^oii 



-\/r 



K 



•v 
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Le maximum de p, sera par consequent : 

= a (ft?., + AJ.. -♦- ... ^hl) 

= abi^i = bi^ \/ ^ V'vb^ . 

^ bui 

Or comme v = m — ^^, 4, la limite superieure dc v 

sera u, ce que suppose que tous les r, de ti^^ k t^, sont nuls. 
Les limiles extremes de p^ sont done 



el u est necessairement < y*. 

Pour une probability d^terminee par la constante y^ cette con- 
stanle fixe Tetendue des limites des erreurs p^ sous la forme 

— r ^bi4 <9i<y y%, 
ou 

ou bien, en rcmplagant pi par sa valeur : 



(A) et (B) expriment done les probabilit^s que Ics erreurs r, 
sont renfermees entre les limites 



Lorsqu^il n'y a pas d'erreurs constantes, ou lorsque 9(-e)=y(e), 
on a (ji| = 0, et les probabilites (A) et (B) seront celles des 
limites 

Cherchons les valeurs des facteiirs kj ,., qui r^duisent les erreurs 
r, des Xf aux plus ^troites limites possibles, pour une probabilit<i 
donn^e; ou bien, les limites ^tant denudes , cherehons les valeurs 
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dc ces factcurs qui rendroiu la plus grande possible la probabi- 
lite que ces erreurs ne sortent pas de ces limites. 

On voit d'abord que les limites des r^ seront les plus etroites 
possibles quand les ki^ satisferont a la condition 

SA;gk = inin (4) 

Designons par A«^ ce que deviennent les facteurs A:^, deter- 
mines par la m^lhode des moindres carr^s : la condition prece- 
dente (4) sera remplie quand on aura 

DEMONSTRATION. Lcs ^quatious de condition ^tant 
XtQtjt -+■ x%a^ -f- ••• Hr Xittijt -+- ••. = wji 
la m^thode des moindres carr^s fournira les m equations 

iCiSa^a,^ ♦• XjSoj^a,^ •+- ••• •+- x,Sa,^a,^ -♦- -. =S(/j^«j| 

Pour efTcctuer Felimination, on multiplie par des facteurs 
B|, Bj ... Bm9 on ajoute, et Ton pose entre ces facteurs les rela- 
tions neccssaires pour que Ton ait 

= w,2„B,,a,,^ 1 -4- «42i.B<.ai,,j -♦-...-+- «,|2fB,»o,-,,ii -♦-••-+- WaSi-B.-o,*^ • . 
Mais, de m£me que 
on a 

Gomparant cetle valeur de x) h la prdcedente, on en deduit 
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Or, comme nous avons pos^ 

Sflj. A* =0 ei pap suite Sa^.^A.,* = 



Sa^fc*,,^=i . Sa,,*A<,* =i 



nous en dcduirons, en retrcnnehanl membre k niembre, et muUi- 
plianl respectivement par les faeteurs B| , B^ ... B^ : 



et en ajoutant 

Equation que nous pouvons ecrire, en verlu de (a) : 

S|A,,(fc,,-A,.,)j=0, 

ou 

d'ou nous dcduirons 

SkU - 2SA.,,Av., = S*?,, - 2SA?., 
S*^ -SAU=S«.,-2S/r,.,A,.,^-SA?.,, 

et enfin 

S*?..= SAr,,+ S (*,.,- A,., )^ 

SAf./k est done un minimum pour 

A,, = A,,, C.Q.F.D. 

On voit par la que si Ton determine les ineonnues par la m6- 
ihode des moindres carr^s , les erreurs r, des ac, seront les plus 



\ 



( 406 ) 
etroites possibles ; ct alors (A) et (B) scront les probabililcs que 



Mais si I'on reprcnd la valeur de y 



pi 
> 



l/SAJ. 



on verra aussi que y et, par suite, les probabilites (A) et (B) 
seront les plus grandes possibles quand SA^,* sera un minimum, 
ou quand ki^^ sera ^gal k A,, a. 

Ainsi done, un syst^me de limites elant choisi, la probabilite 
que les erreurs n'en sorliront pas sera la plus grande possible 
quand on aura determine les inconnues par la methode des 
moindres carres. 

Les quantites fX| et fx^ se deduisent des observations; leurs 
expressions sont 

f| -♦- ••• -4- f, f| -f- ... -4- f^ 

n n 

et e\ est ec que devient £,., quand on remplace a;< par sa valour 
obtenue en ehangeant les facteurs A:,,^ en A|,a. 



Errenr prolbaMe. 

II s'agit de determiner les limiles des erreurs qui repondent a 
une probability egale h ^ • 

1 "^ Une seule incofinue. 

On devra poser, dans ce cas, 

y = 0,4769... 



( 407 ) 
Alors en effei on aura : 

»O,i709 



probabilite que Ferreur r dex est eomprisc entre les limites 



pi^SA* d= 0,4769 VSM K2(p4 — f*J). 

2^ Deux inc(mnite9. 

Dans ee cas 

y = 0,852S546i 

donne 

Ainsi des qvCil y a deux inconnues, les limites comprennent 
un tnlervalle presque double ; et Ton a une probability ^ que 
Ferreur r, de x,- est comprise entre 

P,SA,,, =b 0,832... I/SaT* l/2(p,-p;). 

Si Ton veut que les erreurs puissent varier, on dira que | est 
la probability de Tensemble des systSmes 

r. — fiiSA,. * = I, V/2(/x, — ^J)SA;.* 



If » 



les variables f| et ^^ etant assujelties a la condition 

(J + /|<(0,8325...)'< 0.(i93l47l8...; 

les quantites sous les radicaux sont determinees par les relations 

27 



( ^08 ) 

entre les A et les 6, en rempla^ant les facteurs k par les facteurs 
A dans les expressions 

3° Valetirs de y pour 1 a 8 inconnues, quand p = 5 . 



m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 
m 



\ 
2 
3 
4 
5 
G 
7 
8 






0,47693 

0,83255 

i ,0876 

1,29551 

1,4750 

1,63525 

1.7812 

1,91023 



1,7456 r, 
2.281 4 n 

2,7164 r. 
3,0927 n 
3,4287 n 
3,7347 n 
4,0 1 78 n 




Ill 



EXTENSION DU TH£0R£ME DE BERNOUILLI AU BINOME 

DES FAGTORIELLES. 



Soil a -f- 6 = c, nous savons, par la iheorie des factoriellesy 
que 

et que le tcrmc g^n^ral dc ce ddvclopperaent est 

T. = ^ 



" m I « ! c^ ' 



Or il est facile de s'assurer (voir n® 22) que T„ est la proba- 
bilite d'extraire en jji = m + n tirages m boules blanches et n 
boules nolres, d^une urne contenant € = 0-^6 boules, dont a 
blanches et b noires , lorsque Ton ne remet pas dans Tiirne les 
boules extraites. 

Les probabilit^s d'extraire en ix tirages m + I blanches et 
n — / noires, ou bien m — / blanches et n h- / noires seront 
respeeiivement : 



T._, 






f* 


1 

• 




a** 
a"* 




-/ - 


- « 


in + 


/! 


n — 

 1 


/! 


-1 


m — 


/! 


«.-f- 


/; 




r."-' 







La somme 

est la probabilite qu'en fx tirages on exiraira au plus m + / et 
au moins vi — / boules blanches. 



( 4.10 ) 

Soient w = A:, n = h les valeurs de m el dc n propres a 
rendre T„ iin maximufn; M„ ce maximum, M,_|, M,^., les 
termes qui le precedent ou le suivent de / rangs; la somme 

Q = M,._/ -+- M,_,+j -4- ... -H M,_, -4- M, -4-M,^.| -H ..• 

-♦-M.+,_i-hM._, (1) 

exprimera la probability qu'en /x (irages le nombre des boules 
blanches sorties sera compris entre k ■+• I ei k — /. 

I. Determination de k, h, M„. Comparons les trois valeurs 
III a""-*6"'~* 



" mini c'"-* ' 



T.-|= .^T TT ^7-: = T„. 



_ f*I Q«»~i/--ifc-i.i/>i ^ 5_^ 

"^'"^m — i!n — i! cJ^^^^* "" "nn- la— m-ni' 

les valeurs de m et de n propres k rendre T„ un maximum se 

d^duiront de : 

n a — m 



T >T 



T >T 



w -4- i 6 — n -4- i 
m 6 — n 



n -4- 1 a — w-4-i 



ou bien 



, ,7t CI — r m 

i> : (1) 

m-4-16 — n-4-i 

m fr — n 

1 > irl) 

n -4- i a — »i -4- 1 

Eliminons d abord m et a en remplaeant w par }x — n et a par 

r — 6, nous aiirons 

(^-«-i)(6-«-l) 

n> — 1 

c -4- 2 

(f^ -H)(6-H ) 
„ < 2 




( 411 ) 
Done 

et par suite la plus grande valeur enliere de J^^"^'^ sera ia 
quanlite cherchee A. 

Eliminons ensuile n el 6 des Equations (1) et (3) nous trou- 

verons 

^ (f*-^i)(a-^^) _ ^ 

c-h!2 



Done 



m < 



el par suite la plus grande valeiir emigre de ^^"^^^j^"^"*" sera la 
quantite cherehec k, 

Lcs relations precedentcs fournisscnt, pour les valeurs parti- 
culiercs A: et A de m el n : 





b 


— 


n i 




.c + !2 


f*H-l C-h2 p-4-1 




a 




»( 1 (T 




c^ 2 


f*-*-l c-i-2 /*-*-!' 


ou bien 








h 


26 

c (c -*- 2) 


= 


n n 1 d^ 


c 


fl fA(p-+-1) CH-2 fA-+-1 


a 


2a 




WI W 1 (^ 



C C(c -f-2j fA p(fx^-l) CH-2 fA-4-1 

(iOnunc a, 6, m,n,c, fx et /^ sont des quantites du meme ordrc 
que a, en ncgligeant les termes de Tordre - , on pourra ccrire • 

h n a m 

C fi c fi 



( 4I5J ) 

<rou «ussi 

h — n n a — m nt 



s 



C — ft f* C— u ^ 

he — u a c — fj. 

-.-—^=1, ti = i, 

CO — n c a — in 

mn ab ah 

TT = T?' (« - *'0 C' - «) = -7 (» - f^)'' 

f* c c 

a tt — m u b — /* I 

J =1, L. ~|^ ] 

m c — /x n c — \L ' )' 

Deterniinons maintenaiU M„. Nous avons : 



ti\ ««--'/;•-» u! a! 6! c— a! 

Mi 1 ft ! c'^ " * m ! /I I tt — iM 16 — n ! r ! 

«.'l CDinnic 

il vieril 

/v. « — my I'M b — tf\" la c — t^V Ih c~ ul' 

I .. = — • 



• . {«) 



u 



jn c — ,u/ \n c — yl \c a — »tl \c b — n, 



xW {L«Mizil (7) 

V "incmn [a — m) {h — w) 

Pour m = A:, n = h, T„ dcvienl M„, ct, par suite des e(|ua(ioiis 
(a), qui son( relatives ^ ces valours, on aura : 



lji.ah (c — u) . / r' 



M,. - V '^ ' ^' " "^ - \/ -'- . . (8) 

V ^TTcm/t (tt — m) (6 — Mj V ^jtittiab (c — f*) 

Done la formule (7) pourra s ecrire sous la forme suivante, 
dans laquelle m et n reprennent leurs valeurs generales : 

\w c — M / \« c — III \c a — w/ \c 6 — ul " 



(') Voir la note I a la fin dc Pouvrage. 



■N 



( ^«5 ) 



d'ou 



Lm-*-/ c — ft J Ln — ( c — f* J Lea — m — (J LcO — n + (J 



ft a — II i 



i — 



I -m+t r- 



tt — m 



nic — 



m / 

1 H — 

m 



4 



n c 



6— n 1 



i 



/ 



n-l 



b — n 



u. I 

^ \ — 

n 



\ 



a c — /x 
c a — m 



1 



i - 



a — m 



be- 



i 



c6-— n 



i 



/ 



6 — n 



M,. 



T«4./ 



m a — m 1 



I — 



/ 1 



a — m 



[L c — ii 



I 
i 



i-< 



P 6 — /* 1 



i — 



I 



n c 



n 



b — n 



i 



n+l 



X 



a c — fx 



c a — m 



I -+- 



a — m 



b c- 



1 



c b — n 



1 — 



6-n 



M„ . 



Done pour 



in-^ky n= hy 



el en ayanl cgard aiix relations (o), T,_, el T,^., deviennenl 



W.-i = 



1 — 



/ 



a — m 



I 
m 



i+i 



\ 



b — n 



I 
n 



u—l 



1 — 



a — m 



i 



i -+- 



/ 



6 — n 



M. 



K^i = 



a— m 



1 -♦-- 
n J 



m + l 



I 



U+l 



b — n 



I 
n 



/ 



a — m 



i 



1 — 



b — n 



M„. 



( 4i4 ) 
Prenant Ics logarithmcs , nous aurons : 

,.»..,_,„. „j,.(,_--L.)_,.(,^i)j 

.,_,j,(...4_)_,.(. i)| 

— a 1. (i ] - 6 I. (i + ] -f. I. M„ 

\ a — mf \ b -h nl 

al — ml — P aP^mP—P ul — P-^bl 

= h -— y rx— -♦- etc. H ; 

tt — m 2 (a — m)' 6 — ?* 

nP—P^bP nl-^P ml-^P nP — P 

. ; h OlC. -4- k- 

2(6— w)* ^ »» 2n« 

mP -♦- P 



2m' 
Dc niemc : 



etc. -t- 1. M. . 



^al-^ml — P aP—mP-\-P ^nl—P-^hl 

^ a-^m 2(a — m)' 6 — « 

nl^^fi-^bP -nl'-P —ml-^P nP -^ P 
2n/»--P 



-♦- etc. -f I. M„ . 
2i«* 



Done en ajoulanl 

P P P P 

a — m b — n n m 



2 (o — fit) (6 — n) 2mn j 



c* 



= 2J.M,-2P— — (10) 

2aOf» (c — ft) 



Mais on a 



M._, = M„e'".-'-'".= M„ [i + 1. M,_, - 1. M„] , 
M.+, = M„e'-.+' - '••' = M„ [I + 1. M.+, - I. M,] ; 



(418) 
done en ajoutant : 

M... ■*■ M.^., = M„ [2 + I. M._, + I. M,^, - 2 1. M„] . 
ct en tenant compte de la relation (10) : 

II. Determination de Q. 

L equation (I) donne la somme 

Q = M._,-^M»+,-hSi-[M._,+ M.+J-M„ . . (II) 

ou, par suite de Sjf/ = ZJ"*^'t/. 

Q= M,^, H- >U, H. 2J [M._, -*- M.^J - M„ . . (Ill) 

Posons : 

'^ ^ V 2a/;p (c - tt), 
iVoii 

nous aurons : 
cl 

En dcveloppaiit par la formule sommatoire d'Eiilcr (voir n* 51) 



(*) Voir, pour uii developpement plus coniplct dc celte formuIc, la note 
qui tcrminc cettc Addition, p. 417. 



■\ 



( 416 ) 
nous obtiendrons : 

Q = 'rl-^/^l.dl-^^-d^l,0-ly,0 = ^^^ (IV) 

Soit 

1^9 yg 



on aura 



[/^ I/tt 

yl .(11 = rftt.e "•; 



tlou 



2 ,.«. . I/, 



Q=:-^ /\//^. 






\^ " I/tt 



2 ^«. . «-"' 



/r/w e~ "* -+- ... (A) 



y.^^^i^ 



Telle est la probabilite qu'en a cprcuves Ic nombre m des 
boulcs blanches qui sortiront dc Turne, sans remettre la boule 
cxtrailc, est compris enlre A =fc /, ou entrc 

k 6lant la plus grande valeur entiere do 5^^±ili^±i^. 



(417) 



NOTE SUR LB D^ELOPPEMENT DE LA FORMDLB (11) A { PR£S. 



Developpons les facteurs de Texpression Mn-i (|»age 415): 
L a — m J 



«*< » ml* /5 wf» f* 

' a — 1» «— m » (o — IHJ« ~ i(a — m)* 2 (a -■ m^ S(a- m^S 



r, +1]"' '_e< -"'•('+^)_^<--'.[^,-S-.-^.] 



= e 



m tM iftn* "im* 



L /> — /I J 



[-.] 



ol ai* a/s 






L 6 — « J 



- ' i — n'^ t{6.- n*~ i^b- H)i 



SubstiUiant ces devcloppements dans Texpression ]Vf,_|, nous 
trouverons : 

m « "*" «m "^ J* "*" «»t ~ jul^ Smt ■*" Jut" S»« 5n» 



= M„[ 



I -4- 



( 418 ) 

al — ml — P aP— mP - Z* aP — mP — P 

_i 1 

a — m 2 (a — m)* 3 (a — mf 

nl ^hl —J* hP'-nP — P nP ---bP — P 

rP/'/»P P P ^ 

m ?i 2m 27i 2w' "" 2n* *" 3w* 3n' 



m' 3n'J 



3m 



On irouvera de m^me : 

— al-^ml — P aP — mP-hP — aP+mP— /♦ 



'M 



+i = M„| i 



o— m. 2(a— m)* 3(tt— wi)' 

^nl-^bl-'P bP-^nP-'P — fiP-4-6P— P 
6— fi ■*" 2 (6 - »)* 5 (6 — »)» 



m n "Im 2/* 2m* 2n' 3w«' 5rt^ 



__P l^ 

"" 2m' "~ 2^* J 



D'ou, faisant la somme, on oblient : 

2P 2«P — 2mP 2P 



( 2P 



m 2 (a — iM)' 3 (a — m)' 
2P 26Z» ~ 2wP P 



= 2MJi — 



6— n 2(6 — «)* 5(6 — n)* 

2P 3P 2P 2P 2P 2P| 

m IT 2m 2n 2m* 2n') 

P P P P 



a — m 2(o — m) 6 — n 2(6 — n) 

il..'* P -P 
m n 2 m 2n 

P P P P ) 

2(a — m) 2(6 — «) 2m 2« I 



(419) 



= 2M„H 



= 2M.H 



— p 1 1 — I — 

L2(« — »0 2(6 — «) 2»ii 2»J 

_i«r tZll + -''-li 

1-2 (a - m) (b — n) 2iw»J ) 



= 2M„U — /' 



0— ft 



c 



« T >. 



2a6(l— ft)' 2(«a6 



= 2M, 1-r 



2M„U 



— P 



r__f^ -4 

L2a6 (c — (*) 2fio6 

c'ft H- C'(C — ft) 



a6J! 



=2M.H — 



2a6{t(c — (i) 
Pc* 



2a6/* (c — (*) 



^ 



NOTES. 



(Pages 35, 83, 108 et 411) 
Demonstration de la formule 

lursqiie m est un nombre trcs-grand. 

Celtc (l<^nionslralion sc troiivc dans la note siiivniile, dcuxiemo 
cas, troisicmc cxemple. 



II 



SIR LA DET Kit 111 NATION APPKOCIIAE DKS INT^GKALES DE LA FORMER ydx. UAPRES LAPLACE 
y fcTANT I'XE FONOTION DE x DE LA FORME {fx,\ ET S IN NOMRKE TR^.S-GRAND. 



Premier cas. ^ n'est pas tres-petil pour les valeurs a ou U de x. 

PnoBLt:NE. Etant donne 7j = (/x)', ou .s est nn nonibrc tics-grand, 
developpcr en serie convcrgenlc 

u=r *ydx . . (I) 

lorsque aucune des quantites ^^)^ (^)^ n'est tr6s-pctite. 



N 



( ^32 ) 

Solution. Soil x^ < a < ar,, on pourra ecrire 

r *ydx = fydx — jydx, 
*t 'I «« 

Posons dans la premiere des integrales du second niembrc 

et dans la seconde 

Si a est la valeur de x qui r^pond a < = x , aux limites respec- 
lives Xi et a , Xi et a de x dans ces deux integrales ridpondront celles 
et Qo de t; et par suite 

/• r* dx r"^ dx 



Comme x est une fonction de f , nous aurons par la formule de 
Mac-Laurin : 






i 



En nous rappelant qu'i t = r^pondent x == X| dans la premiere 
inl^grale, et x = Xs dans la seconde, nous pourrons Ecrire : 



/•«« /»• . \ldx\ [d!ix\ ld^x\ r 



r* . [id^\ f^A {<^^\ ^ 



2 



(cfix\ _/#x^ J^^ J 

En verlu de la formule 

A V-« c- 'rf< = r (fi) = 1 .a ... M - 1 



pour fA cnlicr et posilif , Ic second mcmbre prendra lu forme ci-des- 
sous : 



/■>-i(a/(9).,-i-ia-(S) 



-♦-•.■>. ia) 



(425) 



Or, clcy = y,c~' ou de y=y,c"', on lire en diff^rentiant oga- 
rithmiquement 

y (it dy 

dx 

D^signons par v cette valeur; nous en d^duirons 



di^x ^ dv dX dv 



de m^me 



di 



dx dt 



dx 



dv 

d^x ' dx 

^-_.-=t? — ; — , elc. 
dfi dx ' 



Si nous substituons ces valeurs dans Texpression (a), nous auronsy 
en observant que v devient facteur commun k tons les termes : 

dv \ 









d.v — \ 
dx 



dx 






. . . (I) 



En reniplacant dans ce(te formulc v par sa valeur en fonction de y, 
el ensuile v el y par leurs valeurs en fonction de a, on trouvcra 
ais<Sment qu'elle peut s*ecrire 






^\dxl -* dx" 






I -♦- 



ou bien 




I 



(I') 



/' 



\rx)'dx^{[T^Y~-'''\\ 

srxt 



«*(/"^« Var, -*(.<?- 1 ) (/■>, « - sf'x^ 'f.r,^ « ^ ... , 






) 



sHrx,)^ 



...J 



'28 



( 424 ) 

On voit que si s est ires-grand, et si f'x n'est pas tres-petit pour 
x = Xi ou X = X,, ces formules sont rapidement convergentes. 

ExEMPLE I. Soil k ^valuer Tinldgrale 

-I 






Posons 
dou 



dx 



'\pe r-i-l— pj I p (I -*-«)«" •■ -f-U—p) f !-♦--] J. 



Les liroites sont ici Xi=:0, Xs = oo; par suite yi = i, yt = 0; 
ct la formule (a) se rdduira par consequent k 

On voit ais^ment que ^ n'est pas tr^- petit pour la valeur X| 
dc X. Nous pourrons done appliquer la methode et poser 

oil 



e-<=s6 »• \_pe ''-♦-1--PJ ; 



d*ou Ton tire, en prenant les logarilhmes n^p^riens : 



«=fl^--ja? — (r — l)l.rpe 'r_|.i_p|. 



DifTdrentiant on obtient : 



-5« 

pe •• - 

dx r »!f 

pe •'-f-1 — p 

p(1-4-«)e~^-i-(1-p)fl-l-^J 



sx 



pe *• -f- 1 — p 




(425) 
par suite 

^ ^ ^ pe "^^ 1 — p 

cXy comme X|S=:0 : 

1 



(i-p)(i+-*)' 



(t,- 



1-+-p«-4-(l — p)- 

r 



puis 



dv d.x P{'-P)(r-l)S«~' 






ct 



rp(i+*)e ^-^o-p)(i-^^)T' 



fd^\ 1 P('-rt(r^1)^; 

l-f-p«4-(t -p)- 1+p,-H(1-p)- 

Substituant ces valeups dans la forinulc (a'), on aura : 

/ «"" ''"'Lp«"' + 1 — pj dx 

, ( P(1-P)**(l-;) 

l4-fte-t-(1— p)if rj 1-4- p, 4.(1 — p)lT 

ExBMPLB II. Ddvelopper en serie convcrgenle Tint^grale 



/*XP(\ — a;)»(/a?, 





p el 9 ^tant dc trcs-grands nombres. 
Posons 



d'ou 



v 5= a^p (i — a?)s 

du_ 
dx 



= xP-^ (1 — a*)*-* |p - (/} -* q)x\ • 



(426) 
Les limites sont ici 



Xi — 0, x^ — - 
d'ou 



1 



et 






quantity qui n'est pas tres^petite. 
Ea faisant done 



y = y,e-'= ^-j-e-'ssay'O -a?)«. 



la formule (I) deviendra 



/U=-r.^jiH-(g) 



4- 



L*6quation pr^ctfdente donne, par la differentiation, 



dx x{\ — x) 



dt r' — (p-Hg)« 

dv ^ {9x -'\)[p — {p-^q)x]'¥{p'¥q)x{x — \) 
dx" [p - (/' -^ f ) a-P 

d*oij Ton tire, en se rappelant que Xt = ^ : 



ct enfln 



'''• "" ■" ^{p-q) ' irfj).,~ ~ (p - q/ ' 



y**af (1 - a?)« rf,i? = * '- ''■*"^ 



1 - 



• • • J • 



Deuxleme cas. ^ est tris^petit pour les valeurs Z| oti Xt de x. 

Supposons que X| soit la valeur de x dMuile de T^quation ^=zO^ 
e*cst-a-dire celle qui r^pond au maximum de y; et faisons 

a = a?, 4- (a? — a?,); 

la valcur de y developp^e suivant les puissances de x — Xt sera 

ldy\ {x — x^)*ld^y\ 




( ^27 ) 
ou , comme (^)^ = : 

d*oii Ton tire 

En faisant ce dernier nicmbre egal h — (', ou aura 

d'ou 

i =s l/l. y« — I. y. 

Comme (* a (x — Xt)' pour facteur, on peut poser 

1= -y 

u 
d^oij 



tf = 



* l/i.y.-i.y 



En d^vcloppant x «= Xf + u( par la formule dc Lagrange , on 

trouvera : 

I* 

d'oii 



x=x. + u,.(H.[^~ 



dx /d (!i«)\ 



.<-♦- 



Soient a el p des limites de x qui different peu de Xt, ct T, T' Ics 
limites correspondantes de t; on pourra ecrire : 



rp n' dx 

J ydx = y^ I ern—dt 

T 



I -t- • • • J • . . • . (A) 



( 428 ) 

Si a et 6 sont Ics valeurs de x qui rondent y duI, les vaieurs cor- 
rcspondaiitcs de t scronl di » , cl par suite 

— ae 

Remarque 1. Voici un moycn commode de calculer Ics lermes u^,, 

Comme x — Xs est facteur de t, on peut poser : 

t* = 1. y, — I. J/ = (a? - a?,)* [a + B (0? — «|) H- C (« — a?,)"+ •••]. 

£q diff^rentiant cette ^galit^ plusieurs fois de suite, et posant 
x = Xi, on trouve: 

"(■rf^/xr^* ""^h^L.""^' "5i("dir),=»' 



/ =C, etc. 

2.5.4 \ cfr* /., 



Orde 



u = — ? — ^ = [ A -4- B (0? — X,) + C (0? - a?,^«] ' • 



on lire 



Ux, = A 5 = 



V 2 Way' 

s 3 5 / 3 < 3.5 7 \ 

tt» = A~« --A"iB(a; — a;,)^ — -A-«"C4----A"t B« (« — ar,« 



rfa?* /., 



d*oii, en diffdrentiant deux fois de suite, 
et par suite 



/ 3 « 3.5 7 \ 

/d«U»\ ^/ 3 « 3.5 _7 \ 
— -7 =1.2 — -A 5Ch A IB«). 



^ 
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Remarque H. De^ = ^ - (3I)*. ^,eldeccquc| = Opour 
x = Xs, on d^duit 






la forinule (B) s^ecrira done, en ddsignantpar Y la valour de y pour 
X = Xt : 

/^= '^,7 - m 

 V-(gl.. 

ExBMPLB I. Chercher en s^rie convergentc la valeur de Tint^rale 

b 

peiq ^tant des nombres tres-grands. 
Posons 

y = x»'(l — «)♦, 
d*ou 

Si nous ^galons le second membre k ziro , nous trouvons 

_ p . 
d'ou 



\p-*-7/ ^p-^gl 



Comme ^ est nul pour les liniites x = , x = i , on ne pcut pas 
employer la m^thode donn^e dans le premier cas. 
C*est de celle du second que nous devrons faire usage en posant 



y=y««~'*. 



Et puisque pour x = Octx=l onay = 0, d'ou ( = db oe , on 
devra employer Tune des formulcs (B) ou (C). 
Calculous done 



"- '' ^dxr 



s 
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Dc \. y s=z p \, X -^ q \. (\ — x) on ddduit 

dx X \ —x 
^ I. .V 



fix* 



(0 



d*ou 



Dofir 



A = _i/!fl!i*\ ^ (P •*- 1'" 

...= ' =\/i5!r. 

/ _ I Id' I. .v\ V (/i -»- 9J' 

D*aulrc pari , dc 

„ — 5""^* = [A H- U (a; — a?,) -♦- C (x — j*, «]"" • 
on tire 

Nous connaissons A; il nous resle a calculer B ct C. Pour cela, 
differentions deux fois de suite T^qualion (I): 

d» I. y p q 



d*ou 



_ d*l.t/ p g 

*1 .. 4f/x»^4a;« 4(1 - a?/* 

2 . 3 \ c/x' /x, 3pV 

1..4\ dx' ;„ 4pY '^ ^" 

Subslituant ces valours dans I'expression (2) : 
Cela pose, la forniule (B) donne 
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ExBMPLE II. Evaluer rint^rale 

yo;'^ -" (a? - r)" e- ' rfdP , 



m dtant un nombre tres-grand. 

Posons 

»^=-ar"-" (a? — r)"c-«, 

d*ou 

(hf irn — n n ) 

— = x»-"(a;- r)"c-'{ 1 | J • 

dx \ X X — r ) 

Aux liiiiilcs jr^= cl X =« X oil a ^ a= 0; on doit done employer 
la nielhode du second cas en posunt 

y = y% c- ". 
Eq cgalHnl a zero la valeur de ^ , on trouve 



ni — n n 

1 1=0; 

X a? — r 



d*oii 



rn-^-T i 



ar, = — ^ -♦- -l/(r» - r)* -♦- 4r" 



rn-^r rn i / 1 \ 1 / I \- 



= r» -4- 



n 



w-r 



en s*arr£tant aux termes de Tordre de --• 

Aux limites et oo de x repondent celles db de oo de (; on aura 
done par la formuie (C) : 



/ x*-'(x — r)'e-*dx = 



Y» • i/?T 



V \(1xJ, 



Y/(r-,)(.-i)V, 
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ExEMPLE III. Evalucr Tintdgrale 

^/a?"a-* rfa? = r (n ^ 1)= 1 .2... n, 



n etant un nombrc tres-grand. 
Posons 

d'ou 



-i^=a;«e-«|- -1). 
dx \x I 



Ccs deux valeurs devieanent nulles aux limites x = ct x = oo 
En posant 



on (rouvc 
d*ou 
De plus 



dx 



j?, = n, 



dx* 



(2)..="-!^-i= 



n"-'«-*; 



d*ou enfin par la formule (C^) : 



,/ x'^e-'dx = — = V/2t n***" • «-". 



0. lB«A0ral«fl dioabVM. 

Proposons-nous d'^valuer en s^rie convergente rintegrale 

f/^Udxdy, V==[f{x,y)\', 



8 ^tant un nombre tres-grand, et U devenant nul aux limites a, b 
de X, et a, ^ de y. 

Soient x = Xt et y = y, les valeurs de x et y tiroes de ^ = 0, 
^■j = 0; et ecrivons pour abrdger 



^ 



( ^33 ) 



Si nous posons 



In formule dc Mac-Laurin nous donncra 



U 



="-(a.-(a-i[(a,'-o.-(a'" 



-4 etc. 






en faisant 



« = 



2U, 



UWt Ua?rfW« \di/V« J 



On aura par suite : 



I.U = I.U,4-l.(1-»-i5) = I.U,-f--; 



et de \k : 






ou bicn, en posant: 



c L.ra 

21'. UW*' 



il viendra 



/• + o» = A«« + 2Be>) + Cij* 



= A(. + |,)V(c-i*),.. 



Celte relation sera verifiee si nous faisons 



'=^^HM "' ''=\A^ 



(I) 
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Gomme nous avons pose 

ct que U est nul aux limites a, fr de x et a, p de y, il s'ensuit que 
les limites correspondantes de f et v sont db x ; llnt^grale proposee 
deviendra done 

u (X a' df' — • -• 

il s'agil de determiner ces trois derniers facteurs. 

Or on a 

dv . dv , 

d$ dni 

de dMi 

dl^^-r-dB-^-^dvi; 
dl dl 

et puisque, dans la seconde intdgrale double, v est consid^re comme 
constant quand on int^re relativement k d, et dans la troisicmc, 
t quand on integre relativement & v , ces Equations deviendront : 

di=z — «eo 
de 

dv .^ dv 

dv^i'jzd^'H'T'fi^ 

de dif 

dl ^ dt ^ 
de dif 

De ces deux derniires on tire 

dv dt dv dt 

d^ de de dti ^ 

dv =5 — — -. dH ; 

dl 

de 



et par suite 



d'ou 



dvdt dvdl\,^, 

dtdv=z[ — -- - 3r:rJ *'•*'» 
\dif de de dpfl 



dtdv „ . . 

dv dt dv dt 
dvi de de dvi 



\ 



( 4<^2$ ) 

Le d^nominateur est une foncUon de 6 et y qu*on rMuil h une 
foDction de ( et 17 au moyen des equations (1). 

L*iot^grale propos^e est aiosi rameo^e a une serie de termes de 
la forme 



— — SB 



ces termes sont nuls si n ou m est impair. 

S*ils sont tous deux pairs, on cakulera ces termes par la formule 



J^J (•tt/^e- '*-''* <Udv = 



1.5...2t — I 1.8...2Jk~l 

2* 2* "^^ 



III 

(Page 155.) 



Nous avons eru que les formules (A) et (B) de la page 155 exi- 
geaient quelques d^veloppements , quoique nous n'en ayons trouv^ 
aucun dans le texte. ^ 

II s'agit d'abord d'exprimer J ydx en prenant pour variable la 

quantity ( d^terminee par la relation : 



,-i* 



y = yme-' , 
d'ou Ton tire 

de sorte que les limitcs de ( correspondantes k celles j3 et « de n 
seront 

r = V/i. ym — J. y^ , 

On voit k la fin du n*^ 71 que ces deux valcurs sont ^gales en gran- 
deur absolue; d*ou il r^sulle que, les deux limites ^tant diff^rentes, 
le premier radical doit dtre pris avec le signe +, le second avec le 
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sigoe — , ce que aous iodiquerona en (Unolant ta limiCe inMrienre 
pap — r'. 

On a suppose qucxdiffire pen dem, et par suite y dey^t entre 
les timites a ct ^, de sorte qu'entre ces limites x — m el 1 out des 
valeura tr^»-petiies. 

Si done on pose 

d'ou 

dx^vdl + ldu, 

la valeur de u dilT^rera dgalement tr^pcu de u. cntrc Ics limites 
assignees, cl ( dlant tiis-pclit, on pourra i5rrire 

dx = Umdt', 
d'oA 

/ ydx =J^y^ii^e-<'dt^ymtimy^c-''dt (A) 



Si a et 6 sonl les valeurs de x qui rendent t/ nul , comme les 
valcurs correspondantes de t seront d: ao , on aura : 



r 



ERRATA. 

WOTA. — La lettre b pUcee en indice k U suite du numero de !■ ligne indique 
qu'on doit compter les li^es a partir du bas de la page. 



Paget llgOM. 

3^ & , ttu lieu de : simultan^s , lisez 

4, 16, • PjP', » 

41, 2, » i.(„ — 4)_ l.(„), , 

86, iS, » (X, » 

86, 8* , » uy,« =  

in = 4,2 » 

r = 4,2 

83, 7, » cr, » 

85, 40, . |A-4, > 

88, 40, » -f-<^', » 

88, 44, B leterme, i> 

444, 4*, * h " 

424, 40, » ou certain, » 

441, 8, > d«(6), » 

444, 8* , » S, » 

448, 6*, » pourvuque, » 

483, 40, • w— 4, » 

488, 3«, » X, » 

488, 4», » notell, » 

464, 2», » pour, » 

478, 2, » d^.y, » 

482, 40» , ajoutez : en n^gligcant les puissances de 

490, 6*, an lieu de : ?'U\ H'ez 

244, 66 et 7a » plusieurs observations , » 

268, 6*, » AdMi, » 

288, 4, • NM42, 

290, 3* , 8* et 64 » /' , » 

— r 



: simultan^s , ind^pendants Tun 

de Tautre. 
PP'. 

a. 

«y.x = (4) 

11 = 4,2. 

r = 4,2. 

1x4-4. 

-r- 

les termes. 

et certain. 
dt, ib), 

8, 

pour que. 

N. 

note in. 
par. 
d«ly. 
6 sup^rieures ^ la troisi^me. 

; pn'. 

un grand nombre d'observa- 

tions. 
A de d^^s. 
No 4iO. 



Psgci. LIgnet. 

343, iU, au lieu de 

343, 6i, 

3ai, in, 

367, 5&, 

369, 3 et 16, 

369, ». 

381, 8, 

384, 9, 

388, 6», 

389, 6, 
391, 2, 

395, 4, 

397, 9«, 

402, 86. 

403, 4, 

403, 6, 

41«, 7, 



( ^^^ ) 

r + l, 

De la probability, 

FonctioDS, 
hi, 

ce que , 

^0  



» 



liset: yr+i. 

De la probability Q. 

Fonction. 

Ai. 

htX, 

p« = sri( )*. 









v* = l.( ). 
Zg, Zg . 

a* (A?.* -♦-•••). 



TTi 






cequi. 



II exisle en outre un certain nombre d'omissions que nous n'ayons aper^ues qu'en relisant 
les feuilles tirtos*. efles consistent dans la suppression, par abr^viation, des facteurs dl 
ott dt. Nous les avons signaltes en plusieurs endroits, soit dans le texte, soit en note. Le 
lecteur s'en apercevra sans difficult^ dans les autres passages, tandis que les mentionner 
dans Yerrala eikt <it^ excessiTcment long et en eAt rendu la lecture fort p^nible. 

Enfin le lecteur est pri^ de refaire la figure de la page 43, dont les proportions sont 
inexactes. 

F. F. 
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TABLES MODERNES DE MORTALITY 

(homm£S et femmes). 



r 

KGE. 


K«nrege. 


S«Ue. 


Afifleterre. 


France. 


Belgiqu. 


Pajs-Bas. 


BaTiere. 


Siiase. 





1000 


1000 


1000 


.1000 


1000 


1000 


1000 


1000 


1 


895 


848 


851 


813 


850 


804 


697 


784 


S 


852 


816 


797 


765 


788 


747 


651 


756 


3 


840 


794 


769 


739 


758 


719 


629 


742 


4 


823 


779 


750 


722 


739 


701 


611 


733 


5 


811 


768 


737 


710 


725 


789 


596 


• 726 


6 


802 


760 


727 


702 


716 


680 


587 


720 


7 


794 


752 


719 


695 


707 


672 


580 


716 


8 


789 


746 


713 


690 


700 


666 


575 


712 


9 


784 


741 


707 


685 


694 


661 


571 


709 


iO 


780 


737 


703 


681 


689 


656 


568 


706 


il 


776 


734 


698 


677 


683 


653 


565 


703 


12 


772 


730 


695 


674 


678 


649 


563 


701 


43 


768 


727 


691 


671 


673 


645 


559 


698 


14 

• 


764 


724 


688 


667 


668 


642 


557 


695 


45 


761 


721 


685 


664 


663 


639 


554 


692 


16 


758 


717 


681 


660 


657 


635 


550 


690 


17 


755 


714 


677 


656 


652 


632 


547 


686 


18 


751 


710 


673 


652 


647 


627 


543 


683 


19 


746 


707 


668 


647 


6-il 


623 


540 


680 


'20 


742 


703 


663 


642 


635 


618 


536 


676 


21 


737 


700 


657 


636 


629 


613 


532 


672 


22 


732 


695 


651 


a% 


623 


608 


527 


667 


28 


726 


690 


646 


623 


616 


602 


522 


663 


2^1 


722 


686 


640 


617 


610 


596 


517 


6B8 



(*) Voir Tables de mortalile et leur developpement ; par Ad. Quetelet, p. 18. 
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ACE. 


ll«rv^. 


SaMe. 


4Dglel«rre. 


France. 


Belgiqae. 


Pajs-Bas. 


BarUre. 


Saisse. 


55 


532 


460 


424 


436 


397 


378 


328 


455 


S6 


5i4 


449 


442 


428 


387 


368 


349 


445 


ffl 


5i4 


438 


402 


4i9 


377 


358 


340 


434 


58 


805 


426 


394 


440 


367 


348 


300 


423 


59 


496 


444 


384 


400 


356 


337 


290 


444 


60 


486 


404 


370 


389 


345 


327 


280 


399 


64 


476 


388 


388 


378 


334 

• 


347 


270 


386 


62 


465 


375 


347 


366 


02Z 


305 


260 


372 


63 


454 


364 


335 


354 


3i0 


294 


247 


358 


64 


441 


347 




340 


297 


284 


235 


344 


65 


428 


332 


309 


326 


284 


269 


223 


323 


66 


443 


3i6 


296 


342 


274 


254 


240 


302 


67 


400 


299 


282 


297 


258 


240 


497 


282 


68 


384 . 


284 


268 


284 


244 


z2D 


484 


264 


69 


ODD 


264 


253 


265 


230 


244 


472 


242 


70 


349 


246 


238 


249 


2i6 


497 


459 


225 


71 


329 


aSSEo 


223 


232 


204 


482 


446 


206 


72 


306 


2iO 


207 


246 


486 


468 


433 


488 


73 


289 


492 


492 


499 


no 


454 


420 


i70 


74 


269 


474 


476 


482 


454 


439 


407 


452 


75 


2S0 


457 


46i 


465 


439 


428 


95^ 


434 


76 


234 


440 


446 


449 


425 


i42 


83 


420 


77 


2i4 


424 


434 


433 


442 


99 


72 


404 


78 


i93 


408 


d47 


418 


99 


86 


62 


85 


79 


478 


92 


403 


403 


87 


74 


53 


72 


80 


457 


78 


90 


89 


75 


64 


45 


57 


8i 


439 


66 


78 


77 


65 


54 


38 


49 


82 


422 


54 


67 


65 


55 


43 


34 


40 


83 


405 


44 


56 


55 


46 


35 


26 


33 


" 


89 


35 


47 


45 


38 


28 


24 . 
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